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ГЕОМЕТРИЧЕСКИЕ МЕТОДЫ МАТЕМАТИЧЕСКОЙ ФИЗИКИ 

Написанное английским математиком введение в геометрические методы 
математической физики. Содержит основные сведения по дифференциальной 
геометрии вплоть до понятий римановой геометрии и общей теории связностей, а 
также некоторые физические приложения, — в частности, из общей теории 
относительности и теории калибровочных полей 

Для математиков и физиков, желающих ознакомиться с приложениями 
геометрии в математической физике. 
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ОТ РЕДАКТОРА ПЕРЕВОДА 


Учебная литература по дифференциальной геомет- 
рии достаточно обширна. Однако в большинстве учеб- 
ников вопрос о приложениях дифференциальной гео- 
метрии к задачам математической физики даже не 
ставится. Это и неудивительно. Необходимость освое- 
ния дифференциально-геометрических методов всеми 
физиками-теоретиками (а не только теми, которые 
избрали своей специальностью общую теорию относи- 
тельности) была осознана лишь в самое последнее 
время в связи с открытиями нетривиальных прило- 
жений геометрии и топологии в квантовой теории ка- 
либровочных полей, теории жидких кристаллов и 
сверхтекучести, той же общей теории относительности 
и других областях физики. 

Предлагаемая вниманию читателей книга, напи- 
санная специалистом по общей теории относитель- 
ности, является одним из первых элементарных учеб- 
ников по дифференциальной геометрии, где при от- 
боре материала во главу угла ставился прикладной 
аспект (это видно уже из её названия). Хотя она 
предназначена для первоначального знакомства с 
предметом, в ней обсуждается довольно много диф- 
ференциально-геометрических понятий. При сравни- 
тельно небольшом объёме книги это определило стиль 
изложения. Автор всюду стремится выделить главные 
геометрические идеи, отсылая читателя к литературе 
по поводу чисто технических деталей ряда доказа- 
тельств. Изложение сопровождается большим количе- 
ством упражнений, что особенно важно для актив- 
ного овладения предметом. 

Особо следует сказать о разбираемых в книге фи- 
зических иллюстрациях и приложениях дифферен- 
циально-геометрических идей. Среди них имеются 
ставшие уже общеизвестными, такие как изложение 
основных положений гамильтоновой механики на язы- 
ке симплектической геометрии, интерпретация термо- 
динамических тождеств на языке дифференциальных 
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форм, тензорная запись уравнений Максвелла в про- 
странстве-времени специальной теории относительно- 
сти. Но есть и менее традиционные — вывод существо- 
вания энтропии для составных систем из классиче- 
ской формулировки второго начала термодинамики, 
анализ геометрической структуры уравнений гидроди- 
намики идеальной жидкости, элементы теории калиб- 
ровочных полей в свете общей теории связностей 
и др. Широкий спектр подбора физических иллюстра- 
ций позволит начинающим физикам разных специа- 
лизаций уяснить важность геометрического аппарата 
как одного из инструментов современной теоретиче- 
ской физики. Начинающего же математика-геометра 
чтение этой книги побудит, как нам кажется, к более 
серьёзному изучению прикладных аспектов дифферен- 
циальной геометрии. 

При переводе были исправлены замеченные опе- 
чатки, а также добавлен список ряда учебников на 
русском языке по тематике глав книги. 

В заключение отметим, что учебник Б. Шутца по- 
лучил ряд высоких отзывов специалистов-геометров 
и физиков-теоретиков. О его популярности свидетель- 
ствует выход второго английского издания (1982) 
вскоре вслед за первым (1980). Мы надеемся, что эта 
книга получит признание и у наших читателей. 


Б. А. Дубровин 
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Зачем изучать геометрию? 

Назначение этой книги — ввести начинающего или 
уже работающего физика в весьма широкий круг 
аналитических методов дифференциально-геометриче- 
ского происхождения, которые ныне всё чаще и чаще 
применяются в теоретической физике. В наши дни при 
обучении физике «наглядное» и «интуитивное» рас- 
смотрение физических явлений принято ставить во 
главу угла. Однако при обучении студентов-физиков 
математике геометрическими идеями и методами, за 
исключением самых простейших, обычно пренебре- 
гают. Это поразительное пренебрежение наглядностью 
математического аппарата возникло не сразу, а яв- 
ляется продуктом многовековой эволюции. Для ан- 
тичных и средневековых натурфилософов геометрия, 
несомненно, была крайне важна; и Птолемей, и Ко- 
перник, и Кеплер, и Галилей — все излагали свои рас- 
суждения в геометрической форме. Но когда Декарт 
ввёл в эвклидову геометрию координаты, геометрия 
стала рассматриваться как приложение алгебры. 
С той поры роль геометрии в подготовке ученого на- 
чала сходить на нет, и в настоящее время студентам 
старших курсов университетов — физикам или мате- 
матикам-прикладникам — почти вовсе не приходится 
сталкиваться с геометрией. 

Одна из причин эгого очевидна: сравнительно про- 
стая геометрия трёхмерного эвклидова мира (в кото- 
ром, как думалось физику 19-го столетия, мы живём) 
осваивалась легко, в то время как изучение огром- 
ного разнообразия аналитических приёмов, которые 
необходимы для решения дифференциальных уравне- 
ний физики, было делом весьма нелегким и отнимало 
массу времени. Другая причина, наверное, состоит 
в том, что сами эти аналитические приёмы и методы 
разрабатывались, по крайней мере отчасти, на основе 
глубокого убеждения физиков, что законы природы 
могут быть записаны в виде дифференциальных урав- 
нений, и это убеждение вплоть до самого последнего 
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времени позволяло физикам с чистой совестью пре- 
небрегать геометрией. 

Однако два достижения науки нашего столетия 
решительно изменили взгляды физиков 20-го века на 
соотношение между геометрией и анализом. Первым 
из них явилась теория относительности, согласно ко- 
торой эвклидово трёхмерное пространство физика 

19- го века — лишь приближение к правильному опи- 
санию физического мира. Вторым, лишь начинающим 
играть свою роль, было осознание математиками 

20- го века, вслед за Э. Картаном, того, что соотноше- 
ние между геометрией и анализом двустороннее: с од- 
ной стороны, анализ можно взять за основание при 
изучении геометрии, а с другой стороны, изучение гео- 
метрии естественно приводит к развитию определён- 
ного аналитического аппарата (производная Ли, ис- 
числение дифференциальных форм и т. д.) и опреде- 
лённых понятий (многообразие, расслоенное про- 
странство, трактовка векторов как дифференцирова- 
ний и т. д.), играющих чрезвычайно важную роль в 
приложениях анализа. Согласно современным воззре- 
ниям, геометрия остается подчинённой анализу. На- 
пример, основное понятие дифференциальной геомет- 
рии, понятие дифференцируемого многообразия, опре- 
деляется на языке теории вещественных чисел и диф- 
ференцируемых функций. Но никакого вреда в этом 
нет; наоборот, благодаря этому становится возмож- 
ным представить понятия анализа геометрически, а 
это имеет огромное эвристическое значение. 

Именно потому, что современная дифференциаль- 
ная геометрия разрабатывает и эксплуатирует эту 
тесную взаимосвязь между геометрическими и анали- 
тическими понятиями и идеями, она становится всё 
более и более важной в теоретической физике, упро- 
щая математический формализм и углубляя физиче- 
ское понимание. Это возрождение геометрии оказало 
влияние не только на специальную и общую теории 
относительности, очевидно геометрические по своей 
сути, но и на другие разделы физики, где на аван- 
сцену выходит уже не геометрия физического про- 
странства, а геометрия более абстрактных про- 
странств, — термодинамику, гамильтонов формализм, 
гидродинамику и физику элементарных частиц. 

Цели этой книги 

В этой книге я хотел дать читателю представление 
о наиболее важных понятиях дифференциальной гео- 
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метрии 20-го века, стараясь при этом всюду использо- 
вать наглядный геометрический способ рассуждений, 
столь полезный для развития физической интуиции. 
Книга призвана научить математике, а не физике. Но 
в неё включены разнообразные приложения этой ма- 
тематики к разделам физики, хорошо знакомым боль- 
шинству студентов старших курсов. Надеюсь, что эти 
примеры окажутся более чем просто иллюстрациями 
к математическим теоремам, — новые математические 
формулировки знакомых физических результатов 
должны дать читателю более глубокое понимание фи- 
зики. 

Ниже будет более подробно обсуждаться, какая 
подготовка требуется для чтения этой книги, а здесь, 
пожалуй, полезно привести краткий список «знако- 
мых» понятий, которые будут показаны под новым 
углом зрения: векторы, тензоры, скалярное произве- 
дение, специальная теория относительности, сфериче- 
ские гармоники и группа вращений (а также опера- 
торы момента), законы сохранения, объём, теория 
интегрирования, ротор и векторное произведение, опре- 
делитель, уравнения в частных производных и усло- 
вия их интегрируемости, формулы Гаусса и Стокса 
из векторного анализа, термодинамика простых си- 
стем, теорема Каратеодори (и второе начало термо- 
динамики), гамильтоновы системы в фазовом про- 
странстве, уравнения Максвелла, гидродинамика 
(включая теорему о сохранении циркуляции), вектор- 
ный анализ в криволинейных координатах, квантовая 
теория заряженного скалярного поля. Помимо этих 
более или менее привычных тем есть и другие, о ко- 
торых, хотя их обычно и не включают в обязательные 
курсы, большинство читателей наверняка кое-что слы- 
шало: теория групп Ли и симметрия, открытая и замк- 
нутая космологические модели, риманова геометрия и 
теория физических калибровочных полей. То, что все 
эти темы можно исследовать методами дифференци- 
альной геометрии, служит явным указанием на ту 
роль, которую она, по-видимому, будет играть в тео- 
ретической физике будущего. 

Я считаю, что читателю важно выработать нагляд- 
ный стиль мышления и развить в себе чувство «есте- 
ственности» того или иного геометрического аппарата 
в определённых ситуациях. Имея это в виду, я по- 
стоянно подчёркиваю идею, что тензоры — это гео- 
метрические объекты, определённые независимо от 
какой-либо системы координат. Компонентам и коор- 
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динатным преобразованиям неизменно отводится вто- 
рая роль — всюду, где только возможно, я записываю 
уравнения в безындексной форме, с тем чтобы под- 
черкнуть их независимость от выбора системы коор- 
динат. Я не стремился дать логически замкнутое или 
аксиоматическое изложение и потому оставил в сто- 
роне ряд аспектов, которые математик счел бы осно- 
вополагающими. Разумеется, я даю доказательства 
всех наиболее важных результатов, если эти доказа- 
тельства не слишком уже громоздки (в таком случае 
я даю точные ссылки на литературу), но насколько 
только это было возможно, я всюду старался добить- 
ся, чтобы главная геометрическая идея доказатель- 
ства чётко выделялась на фоне выкладок. Я хотел по- 
казать красоту, элегантность и естественность изла- 
гаемых математических приемов, не затемняя суть 
дела излишними подробностями. 

Как пользоваться этой книгой 

Первая глава содержит обзор основных математи- 
ческих сведений, которые предполагаются известными 
читателю, а также краткое введение в некоторые 
разделы, в частности в топологию, с которыми стар- 
шекурсник может и не быть знаком. Следующие три 
главы являются ядром книги; в них вводятся тен- 
зоры, производные Ли и дифференциальные формы. 
По этим главам рассеяны и некоторые приложения 
излагаемого аппарата, но большинство физических 
приложений систематически разбираются в гл. 5. 
В последней, шестой главе, посвящённой римановой 
геометрии, представлен более сложный материал, 
имеющий непосредственное отношение к физике эле- 
ментарных частиц и общей теории относительности, 
для которых дифференциальная геометрия является 
повседневным рабочим инструментом. 

Материал этой книги может быть использован для 
семестрового курса, при условии что наиболее слож- 
ные разделы будут представлены лишь выборочно, по 
усмотрению лектора. Наиболее важные разделы мож- 
но использовать также для специального курса по 
математическим методам физики, лекций на десять. 
Я читал такой спецкурс для аспирантов, основываясь 
на §§ 2.1— 2.3, 2.5— 2.8, 2.12—2.14, 2.16, 2.17, 2.19 — 
2.28, 3.1—3.13, 4.1— 4.6, 4.8, 4.14—4.18, 4.20—4.23, 
4.25, 4.26, 5.1, 5.2, 5.4 — 5.7 и 5.15 — 5.18. Надеюсь, пре- 
подаватели сами будут экспериментировать с отбо- 
ром материала для курса, учитывая аудиторию: для 
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многих студентов геометрическое изложение понятнее 
чисто аналитического, и для них только полезно как 
можно раньше войти в круг геометрических идей. 
Для того чтобы читателю было легче ориентироваться 
в книге, заголовки параграфов набраны двумя раз- 
личными шрифтами. Основной материал маркируется 
жирным прямым шрифтом заголовков, а более слож- 
ный или дополнительный — жирным курсивом К по- 
следней категории относится вся заключительная гла- 
ва. Такие же шрифтовые выделения помогают отли- 
чить упражнения, лежащие в центральном русле 
изложения, от периферийных. 

Упражнения составляют неотъемлемую часть кни- 
ги. Они расположены внутри текста, и имеется в виду, 
что читатель решает их по мере их появления. Обычно 
текст, следующий за упражнением, предполагает, что 
это упражнение уже проработано и понято. Чита- 
тель, у которого нет времени решать упражнение, 
должен во всяком случае прочитать его и постарать- 
ся понять результат. В конце книги даны решения и 
указания к некоторым упражнениям. 

Требования, предъявляемые к читателю 

Большая часть этой книги должна быть понятна 
студентам-старшекурсникам или начинающим аспи- 
рантам, специализирующимся в теоретической физике 
или прикладной математике. Предполагается, что чи- 
татель достаточно уверенно владеет векторным ана- 
лизом, дифференциальным и интегральным исчисле- 
нием функций многих переменных, матричной алгеб- 
рой (включая собственные векторы и определители), 
а также — немного — теорией операторов в том виде, 
как она изучается в элементарной квантовой меха- 
нике. Физические приложения брались из самых раз- 
ных областей, так что не всякий будет чувствовать 
себя как дома во всех из них. Многие приложения 
можно пропустить при первом чтении без особого 
ущерба для связности изложения, но, пожалуй, не- 
реалистично пытаться читать эту книгу без некото- 
рого знакомства с классической механикой, специаль- 
ной теорией относительности и электродинамикой. 
В библиографии в конце первой главы перечислен ряд 
руководств, дающих достаточную подготовку для чте- 
ния этой книги. 

Я хотел бы выразить признательность многим ли- 
цам — учителям и коллегам, которые помогли мне 
оценить красоту дифференциальной геометрии и 
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понять важность её для физики. Особая моя благодар- 
ность Кипу Торну, Рэфиэлу Соркину, Джону Фрид- 
мэну и Фрэнку Эстабруку. Мне хочется также побла- 
годарить первых двух из названных лиц и многих 
прилежных студентов Университетского колледжа в 
Кардиффе за замечания по поводу первых вариантов 
этой книги. Двое из моих учеников, Нил Коминз и 
Брайен Уэйд, заслуживают особого упоминания за 
вдумчивые, конструктивные советы. Мне приятно по- 
благодарить Сюзэн Болл, Джейн Оуэн и Маргрит 
Уилкинсон за быструю и аккуратную перепечатку 
многочисленных вариантов рукописи. Наконец, я бла- 
годарен жене за терпение и поддержку, особенно в по- 


следние горячие месяцы. 
Кардифф, 30 июня 1979 


Бернард Шутц 



1. НЕКОТОРЫЕ 

ОСНОВНЫЕ МАТЕМАТИЧЕСКИЕ ПОНЯТИЯ 


В этой главе даётся обзор понятий из различных разделов 
математики, на которых будут основываться геометрические 
рассмотрения последующих глав. Большая часть излагаемого 
ниже должна быть известна большинству читателей, но два 
раздела — топология и теория отображений — наверняка не- 
знакомы многим читателям; с них мы и начнём. Главная 
причина включения этих разделов — то, что это нужно для 
строгого определения понятия многообразия, которое мы 
вводим в самом начале гл. 2. Читатели, незнакомые с топо- 
логией, могут пропустить первые два параграфа при первом 
чтении и вернуться к ним лишь после того, как почувствуют 
в этом потребность, читая вторую главу. 


1.1. ПРОСТРАНСТВО /?" И ЕГО топология 

Пространство /? п — это обычное п-мерное пространство 
векторной алгебры; точка в — это последовательность из 
п вещественных чисел (х\, х 2 , ..., х п ). Интуитивно мы пред- 
ставляем себе это пространство непрерывным-, для любой 
данной точки в существуют сколь угодно близкие точки, 
и отрезок, соединяющий две любые точки, может быть раз- 
бит на сколь угодно много отрезков, концы которых также 
являются точками Ц п . Эти свойства резко отличаются, ска- 
жем, от свойств решёток, таких как совокупность всевозмож- 
ных наборов из п целых чисел (і и і 2 , .... і„). Понятие непре- 
рывности в пространстве /?" получает точный смысл при изу- 
чении его топологии. В математике слово «топология» имеет 
два различных значения. Та топология, которую мы сейчас 
будем изучать, может быть названа локальной. В противопо- 
ложность ей глобальная топология — это изучение свойств 
пространства «в целом», отличающих, например, сферу от 
тора. Мы немного поговорим о глобальной топологии позже, 
в частности в главе о дифференциальных формах. Начнем 
же мы с краткого обзора локальной топологии. 

Основным понятием здесь является понятие окрестности 
точки в /?". Его можно определить, введя функцию расстоя- 
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ния между точками х = (х } х п ) и у = (у и . .., у п ) в Я п : 


^( х > у) — [(*! — Уі) 2 +{Х2 — у 2 ) 2 + ... (Хп — Уп) 2 } 42 . (1.1) 


Окрестность радиуса г точки х в Н п — это множество точек 
А^(х), расстояние которых до х меньше г. Для случая Я 2 это 
показано на рис. 1.1. Непрерывность пространства может 
быть теперь более точно определена при помощи малых ок- 
рестностей. Множество точек в Я п дискретно, если каждая 
точка этого множества имеет окрестность, не содержащую 


X ' 
Л 2 

• 




Рис. 1.1. Функция расстояния 
с? (х, у) задаёт окрестность в К 2 , 
представляющую собой вну- 
тренность круга, ограниченного 
окружностью радиуса г. Сама 
окружность не является частью 
этой окрестности. 


— I — } 

а 

(a) 

\ — Ы-4 — 

а а + 2е 

(b) 

Рис. 1.2. (а) Любая окрест- 
ность точки х = а содержит 
точки, расположенные слева от 
а, в то время как (Ь) любая 
точка, лежащая справа от а, 
обладает окрестностью, цели- 
ком расположенной по правую 
сторону от а. 


других его точек. Ясно, что само Я п не дискретно. Говорят, 
что множество точек 5 в Я п открыто, если каждая точка х из 
5 имеет окрестность, целиком содержащуюся в 5. Ясно, что 
дискретные множества не открыты, и дальше мы их не бу- 
дем использовать. Простой пример открытого множества в 
пространстве Я' (последнее обозначается также просто че- 
рез Я ) — множество всех точек х, для которых а < х < Ь для 
двух заданных вещественных чисел а и Ь. Важно уяснить 
себе, что множество точек х, для которых а^х <. Ь, не от- 
крыто, поскольку точка х = а не имеет окрестности, целиком 
содержащейся в этом множестве: часть точек любой окрест- 
ности точки х — а меньше, чем а, и поэтому они выходят 
из этого множества (см. рис. 1.2). Это, разумеется, весьма 
общее свойство: любой разумный «кусок» пространства Я п 
будет открытым, если не включать в этот кусок его границу. 
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Представление о том, что отрезок, соединяющий любые 
две точки Д я , бесконечно делим, можно сделать точным, если 
сказать, что любые две различные точки в Я п имеют непере- 
секающиеся окрестности. (У них есть и такие окрестности, 
которые пересекаются, но если сделать их достаточно ма- 
ленькими, они пересекаться не будут.) Это свойство назы- 
вается отделимостью (или хаусдорфовостью) пространства 
/?". Можно построить и неотделимые пространства, но для 
наших целей они неестественны, и мы о них говорить не 
будем. 

Итак, мы использовали функцию расстояния й(\, у) для 
того, чтобы определить окрестности и, тем самым, открытые 
множества. В этом смысле мы говорим, что й{\, у) индуци- 
рует топологию в /?'*. Под этим мы подразумеваем, что она 
позволяет определить открытые множества в Д' ! , обладаю- 
щие следующими свойствами: 

(Ті) если О ! и 0 2 открыты, то и их пересечение Оі П 0 2 
открыто; 

(Тіі) объединение любой (возможно, бесконечной) сово- 
купности открытых множеств открыто. 

Для того чтобы свойство (Ті) было применимо ко всем от- 
крытым множествам в Я п , будем считать пустое множество 
открытым по определению. (В более обстоятельных курсах 
топологическое пространство определяется как совокупность 
точек с заданным набором открытых множеств, удовлетво- 
ряющим (Ті) и (Тіі). С этой точки зрения функция расстоя- 
ния й{х,у) позволяет превратить пространство Д я в тополо- 
гическое.) 

Уместно спросить, насколько индуцированная топология 
зависит от точного вида функции сі(х, у). Предположим, на- 
пример, что мы используем другую функцию расстояния 

й' (х, у) = [4 {хі — уі ) 2 + 0. 1 (х 2 — у 2 ) 2 + ... 

+ {Хп — г/л) 2 ] І/2 - (1-2) 

Она также определяет окрестности и открытые множества 
в /? 2 , как это изображено на рис. 1.3. Решающим здесь яв- 
ляется то обстоятельство, что каждое множество, открытое 
по отношению к с?'(х, у), будет открыто и по отношению к 
й?(х, у), и наоборот. Это несложно доказать, основываясь на 
том, что любая данная ^-окрестность точки х содержит внут- 
ри себя некоторую ^'-окрестность и наоборот. Другими сло- 
вами, для данной ^-окрестности точки х радиуса е можно 
подобрать столь малое число б, что ^'-окрестность точки х 
радиуса б будет целиком содержаться в первой окрестности 
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(см. рис. 1.4), Отсюда можно заключить, что каждое множе- 
ство, открытое по отношению к сі(х, у), открыто также и по 
отношению к ^'(х, у) и наоборот. Мы говорим поэтому, что 
й и й' индуцируют одну и ту же топологию в Н п . Читатель 
может проверить, что функции расстояния 

<і" (х, у) = ехр [й (х, у)] — I, (1.3) 

<*'" (х, у) = шах (| х х -г/, \,\х 2 -у 2 \, .... | х п -у п \) (1.4) 

также индуцируют ту же топологию. Соответствующие ок- 
рестности в изображены на рис. 1.& Так что, хоть мы и 



Рис. 1.3. Функция расстояния 
СІ'(х,у) = [4(*і — у\) 2 + ( х 2 — 
— Уг) 2 ]' 1 * определяет окрест- 
ность в Я 2 , состоящую из то- 
чек, лежащих внутри эллипса 
4(*і — У\) 2 + (Х 2 —У 2) 2 — г 2 . 
Как и в случае рис. 1.1, сам 
эллипс не принадлежит к ок- 
рестности. 


Рис. 1.4. В Я 2 ^-окрестность 
радиуса е (ограниченная ок- 
ружностью) целиком содержит 
в себе й'-окрестность радиуса б 
(ограниченную эллипсом, пока- 
занным на рис. 1.3) при б < е. 
При б > 2е включение заме- 
няется на обратное. 


начинали с обычной эвклидовой функции расстояния й(х, у), 
топология, которую мы определили, не слишком зависит от 
вида сі. Она называется «естественной» топологией Я п . Топо- 
логия — более «грубое» понятие по сравнению с расстоянием. 
Нам не нужно знать точное значение расстояния между точ- 
ками, поскольку расстояние можно определить по-разному. 
Нужно лишь знать, что расстояние между точками может 
быть сделано произвольно малым и что расстояние между 
двумя различными точками никогда не может быть равно 
нулю. 

Наше определение окрестности было привязано к конк- 
ретной функции расстояния, но, поскольку топология много- 
образия есть объект более общий, чем конкретная функция 
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расстояния, слово «окрестность» будет часто использоваться 
в другом смысле. Нам часто будет удобно считать окрест- 
ностью точки х любое множество, содержащее открытое мно- 



гие. 1.5. (а) В Я 2 функция расстояния й" задаёт круговые окрестности, 
меньшие при том же радиусе, чем окрестности, задаваемые функцией Л. 
(Ь) Окрестность, отвечающая функции й"', ограничена квадратом со сто- 
роной 2г. 


жество, содержащее х. Из контекста каждый раз будет ясно, 
что именно имеется в виду под «окрестностью». 

1.2. ОТОБРАЖЕНИЯ 

Понятие отображения, хоть и очень простое, будет столь 
полезно в дальнейшем, что стоит потратить немного времени 
на его обсуждение. Отображение / из пространства М в про- 



Рис. 1.6. Наглядное представление отображения [: М-ѵЛГ; показано что 
хі — Про- 
странство N — это правило, сопоставляющее всякому эле- 
менту х из М некоторый единственный элемент }(х) из N. По- 
лезно представлять себе картинку типа показанной на 
рис. 1.6. Простейший пример отображения — это обычная ве- 
щественнозначная функция на Я- Такая функция / сопостав- 
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ляет точке х из И. точку ((х), снова из Я. (Это служит иллю- 
страцией того факта, что пространства М и N не обязательно 
различны.) Подобное отображение обычным образом пред- 
ставлено на рис. 1.7. Отметим, что отображение даёт един- 
ственное І(х) для каждого х, но вовсе не обязательно, чтобы 
единственное х отвечало каждому Цх). На рисунке и х 0 , и 
Х\ отображаются в одно и то же значение. Такое отображе- 
ние назовем слепляющим Более общо, если / отображает М 
в ІѴ, то для любого подмножества 5 в М элементы из /V, 
в которые отображаются точки из 5, образуют множество Т, 



Рис. I 7. Отображение (функция) из Р в Р, не являющееся взаимно-одно- 
значным. 

называемое образом 8 относительно \ и обозначаемое через 
/(5). Наоборот, множество 5, состоящее из всех элементов, 
отображающихся в Т, называется прообразом Т и обозна- 
чается через }-'(Т). Если данное отображение переводит 
несколько точек в одну, то прообраз точки из N не будет, 
вообще говоря, точкой в М, так что в этом случае нет отобра- 
жения 1~ 1 из N в М, ибо отображение обязано быть однознач- 
ным. Поэтому в общем случае обозначение /“'(Г) может вос- 
приниматься лишь как единый символ — это не есть образ Т 
относительно отображения а просто некое множество, 
обозначаемое через [~ 1 (Т). Напротив, если каждая точка из 
1(8) имеет одноточечный прообраз в 5, то говорят, что / 
инъективно или взаимно-однозначно (сокращенно: является 
1-1-отображением) \ в этом случае имеется другое 1-1 -отобра- 
жение /- 1 , называемое обратным к /, переводящее образ М 
в М. Эти понятия известны из элементарного курса анализа, 
хотя там они, возможно, так и не назывались. Функция 
/(х) — 8Іп х не инъективна (является слепляющей), поскольку 
І(х) — І(х + 2пл) — І( (2л + 1)л — х ) при любом целом п. 
Следовательно, для неё настоящей обратной функции не су- 
ществует. Общепринятая обратная функция, агсзіпг/, полу- 
чается, если ограничить обычный синус на область «главных» 


» В оригинале тапуДо-опе — Прим, ре д, 
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значений, — я/2 < х ^ п/2, где он уже взаимно-однозначен 
и обратим. 

Другим примером 1-1-отображения является географиче- 
ская карта данной части земной поверхности: точка поверх- 
ности Земли отображается в точку на листе бумаги. Ещё 
один пример отображения — это поворот сферы на данный 
угол вокруг некоторого диаметра: точка сферы отображается 
в другую точку той же сферы, находящуюся от неё на фик- 
сированном угловом расстоянии по отношению к заданной 
оси вращения. 

Введём теперь для отображений некоторые стандартные 
обозначения и терминологию. То что / отображает М в N, 
будет сокращённо записываться так: /: М -> N. Для выраже- 
ния того факта, что / переводит данный элемент х из М в 
элемент у из Ы, служит специальная запись /: хі —>у. Если 
отображение обозначается через /, то образ точки х — через 
?(х). Если отображение есть вещественнозначная функция, 
скажем функция п переменных (т. е. /: Р' г -+Р), то принято 
среди физиков использовать один и тот же символ {(х) и 
для значения / в точке х, и для самой функции /. Мы будем 
следовать этой традиции там, где из-за этого не сможет про- 
изойти недоразумений. Если имеются два отображения, / и §, 
/: М-+М и §: N-+Р, то определено отображение, называе- 
мое композицией ) и § и обозначаемое через §<> /, которое 
отображает М в Р (§°}: М-+Р). Оно строится очевидным 
образом: берём точку х из М, находим точку }(х) из N и 
отображаем её при помощи § в Р: (§ ° І) (х) — §([(х)) . Ком- 
позицию принято записывать именно в таком порядке, 
так что отображение, действующее первым, стоит справа. 

В общем случае мы говорим об отображении из М в N. 
Если же каждая точка из N имеет прообраз (не обязательно 
одноточечный), то мы говорим об отображении из М на Ы 1 К 
Как уже отмечалось выше, в случае если прообразы одното- 
чечны, отображение инъективно. (Отображение, которое од- 
новременно является 1-1-отображением и отображением на, 
называется биекцией.) Например, пусть N — единичный от- 
крытый круг в Р 2 , т. е. множество всех точек х, для которых 
й(х, 0) •< 1 (где 0 — начало координат в Р 2 ), и пусть М — 
полусфера Ѳ < л/2 единичной сферы (см. рис. 1.8). Ясно, что 
имеется взаимно-однозначное отображение М на N. 

Введённая терминология теории отображений вместе с 
тем, что мы уже знаем из топологии, позволяют дать полез- 
ное и короткое определение непрерывной функции или, фак- 
тически, произвольного непрерывного отображения. Отобра- 
жение М-+Ы непрерывно в точке х из М, если любое от- 


■> Или о сюръективном отображении. — Прим. ред. 
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крытое множество в Ы, содержащее /(х), содержит образ 
некоторого открытого множества из М, содержащего точку х. 
(Предполагается, конечно же, что М я N — топологические 
пространства. В противном случае говорить о непрерывности 
бессмысленно.) Далее, / непрерывно на М (или просто не- 
прерывно), если оно непрерывно во всех точках М. Посмот- 
рим, как это связано с обычным определением непрерывной 
функции из курса математического анализа. 



Рис. 1.8. Рассматривая круг как 
экваториальное сечение шара, 
ограниченного сферой, легко 
построить биективное отобра- 
жение верхней полусферы на 
круг, используя ортогональную 
проекцию. 



Рис. 1.9. Непрерывная функция в том 
смысле, как это было определено в 
тексте. Отметим, что ( переводит ок- 
рестность точки х 0 радиуса б в ок- 
рестность точки }(хо) радиуса е, в 
то время как прообраз этой послед- 
ней окрестности содержит первую, но 
не обязательно совпадает с ней. Он 
может содержать другие области оси 
х, например такие, как в правой ча- 
сти рисунка. Если / непрерывна и в 
этой второй окрестности, то прообраз 
будет открытым множеством. 


Пусть / — вещественная функция одной вещественной пе- 
ременной. Другими словами, / отображает Я в Я, переводя 
число х в число /(х). (В наших обозначениях /: Я ->/?.) 
С точки зрения элементарного анализа / непрерывна в точ- 
ке хо, если для любого е > 0 существует б > 0, такое что 
/(х) — /(х 0 )|<е для всех х, удовлетворяющих неравенству 
х — х 0 |< б (см. рис. 1.9). Чтобы переформулировать это в 
терминах открытых множеств, заметим, что для Я функция 
расстояния с?'"(х, х 0 ), введённая в § 1.1, сводится к 

к'"{х,х 0 ) = \х — х 0 |. Значит, согласно этому определению, / 
непрерывна в точке х 0 , если каждая ^"'-окрестность /(х 0 ) со- 
держит образ некоторой ^'''-окрестности точки х 0 . Поскольку 
эти окрестности являются открытыми множествами, непре- 
рывность в смысле определения, данного в предыдущем аб- 
заце, влечёт за собой непрерывность в смысле элементарного 
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математического анализа. Наоборот, непрерывность в смысле 
элементарного анализа влечёт за собой непрерывность в 
смысле нового определения, поскольку любое открытое мно- 
жество в содержащее /(л.' 0 ), содержит сГ"-окрестность 
1(Хй) , которая в свою очередь содержит образ некоторого от- 
крытого множества, содержащего д- 0 (а именно образ (^'-ок- 
рестности точки А'о) . Итак, эти два определения эквива- 
лентны. 

Условие непрерывности отображения на всём М даже 
легче формулировать, чем условие непрерывности в одной 
точке: имеется теорема, что /: М-ѵіѴ непрерывно, если и 
только если прообраз каждого открытого множества из N от- 
крыт в М. Доказательство этой теоремы несложно. Если / 
непрерывно при всех х, то прообраз каждого открытого мно- 
жества открыт, поскольку любая точка этого прообраза со- 
держится в некотором открытом множестве, содержащемся 
в этом прообразе. Обратно, если прообраз каждого откры- 
того множества из N открыт, то для каждой из своих точек 
он содержит некоторое открытое множество, её содержащее, 
так что I непрерывно в каждой точке. 

Определение непрерывности на языке открытых множеств 
намного легче использовать и понимать, чем определение на 
языке « е - б » , в особенности для функций многих переменных; 
оно, несомненно, является единственно пригодным для общих 
отображений топологических пространств. 

Определив непрерывность, мы можем перейти к обыч- 
ному определению дифференцируемости функций. Если 
[(Хі, х п ) — функция, определённая на некотором откры- 
том множестве 5 в Я п , то мы будем называть ее дифференци- 
руемой класса С к , если все её частные производные до по- 
рядка к включительно непрерывны на 5. Для краткости бу- 
дем называть такую функцию (Д-функцией. Частные слу- 
чаи — класс С° (непрерывные функции) и С°° (функции, у 
которых существуют все производные; обычно они называют- 
ся бесконечно дифференцируемыми). Очевидно, что функции 
класса С к являются и функциями класса О для всех 0 ^ 
^ І < к. Можно определить и понятие производной для та- 
ких более общих непрерывных отображений. (Эти производ- 
ные часто называют дифференциалами.) Интересующийся чи- 
татель может найти соответствующие определения в книгах 
СЬояиеі- ВгиЬаі, Ое\Ѵііі-Могеііе & Оіііагсі-Віеіск (1977), или 
Шагпег (1971)9 (см. библиографию в конце главы). 

Если 1-1 -отображение переводит открытое подмножество 
ІИ в К" на другое открытое множество N в # я , оно может 


’> Или у Зорича [5] (см. литературу, добавленную при переводе). — 
Прим. ред. 
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быть записано в виде 

Уі = !і(х 1, Х 2, Хп), ИЛИ у = /(х), 

где набор {х { , і— 1, п } определяет точку х из М и на- 

бор {уі, і—І, . .., п) определяет аналогичную точку у из 
N. Если функции і = 1, п } все класса С к , то отобра- 
жение / называется отображением класса С к (или (^-отобра- 
жением). Матрица Якоби С'-отображения — это матрица из 
частных производных д^/дх,. Определитель / этой матрицы 
называется просто якобианом и часто обозначается так: 

/ = <?(/, [п)/д(х ь .... Хп). (1.5) 

Если якобиан в точке х не обращается в нуль, то теорема об 
обратной функции гарантирует взаимную однозначность ото- 
бражения / на некоторой окрестности точки х (по поводу до- 
казательства этой теоремы см. Шоке-Брюа и др. (1977) ’>). 

Если функции §(х и Хп) и (у ь .... уп) связаны 
между собой формулой 

8*([і(Хі, Х п ), ) п (Х], . .., Х п )) — §(Х\, х п ) 


(т. е. у* принимает такое же значение в /(х), что и у в х), 
то интеграл § по М равен интегралу [м] по АЕ 


^ у (х„ .... х п ) сі.ѵ, . . . бх п = [ (у и ... у п ) !А уі . . . йу п . 

М N 

( 1 . 6 ) 


Поскольку у и у* принимают одинаковые значения в соот- 
ветствующих точках, часто говорят, что элемент объема 
бХ\ . . . йх п заменяется на Ісіу { . . . йу п . Эта точка зрения осо- 
бенно полезна, когда / рассматривается как замена коорди- 
нат. Хотя эта формула и общеизвестна из курса анализа, мы 
разберем её более подробно в § 2.25 и 4.8. 


1 . 3 . ВЕЩЕСТВЕННЫЙ АНАЛИЗ 

(ВЕЩЕСТВЕННЫЕ ФУНКЦИИ ВЕЩЕСТВЕННЫХ ПЕРЕМЕННЫХ) 

Как уже отмечалось, предполагается, что читатель знаком 
с теорией функций многих переменных. В этом параграфе мы 
лишь выделим наиболее существенные моменты. 

Вещественная функция одной вещественной переменной 
!(х) называется аналитической в точке х — х 0 , если она об- 


11 Или Зоорич [5]. — Прим. ред. 
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ладает в этой точке тэйлоровым разложением, сходящимся 
к ](х) в некоторой окрестности х 0 \ 

3 ! ( Х ~ х °) 3 ( 1Бр) х + ■ • • • ( 1 . 7 ) 

Естественно, что функции, не являющиеся бесконечно диффе- 
ренцируемыми в точке х 0 (т. е. такие, что (й п {/дх п )х 0 не су- 
ществует для некоторого п ) , не аналитичны в х 0 . Но имеются 
и бесконечно дифференцируемые функции, которые не анали- 
тичны. Знаменитый пример— это функция ехр ( — 1 /х 2 ) , зна- 
чение и все производные которой равны нулю при х — О, 
но которая отлична от нуля в любой окрестности х — 0. 
(Это объясняется тем, что аналитическое продолжение этой 
функции в комплексную плоскость имеет существенную осо- 
бенность при 2 = 0; на вещественной же оси она ведёт себя 
совершенно нормально.) Впрочем, несколько успокаивает то, 
что аналитические функции дают хорошие приближения для 
многих неаналитических функций в следующем смысле. Ве- 
щественнозначная функция § (х\ х п ), определённая в не- 

которой открытой области 5 в /?", называется квадратично- 
интегрируемой, если существует кратный интеграл 

5 (х>, • • • , х п )Г- 6х, ёх 2 ... йх п . ( 1 .8) 

5 

Известна теорема функционального анализа, по которой каж- 
дую квадратично-интегрируемую функцию д можно аппрок- 
симировать аналитической функцией д' так, что интеграл от 
(8 — 8') 2 по 5 будет сколь угодно малым. В силу этого фи- 
зики обычно не колеблясь предполагают данные функции 
аналитическими, если только это помогает получить резуль- 
тат; так же будем поступать и мы. Поскольку О-функцип 
не ^обязаны быть аналитическими, для аналитических функ- 
ций имеется специальное обозначение: С<°. Разумеется, 
С^-функция является С^-функцией. 

Оператор А на функциях, определённых на У?”, — это 
отображение, переводящее одну функцию / в другую А([). 
Если А (/) имеет вид д[, где § — некоторая фиксированная 
функция, то этот оператор есть простое умножение. Другие 
примеры операторов на функциях на У? — это обычное диф- 
ференцирование 


0(І)=дІ/дх, 
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или интегрирование с заданным ядром § 

х 

(О (0) (*)=$/ (у) е (*> У) Лу, 

о 

или же более сложный оператор типа 

Е(і) = і 2 + д 3 {/дх з. 

Оператор может быть определён на всех функциях а мо- 
жет и не на всех. Например, /) определён лишь на диффе- 
ренцируемых функциях, а О не определён на функциях, для 
которых записанный выше интеграл не существует. Указа- 
ние множества функций, на которые оператор может действо- 
вать, составляет часть определения оператора; это множество 
называется его областью определения. 

Коммутатор двух операторов Л и б, обозначаемый через 
[Л, В], — это новый оператор, определённый равенством 

[Л, В] (!) = (А В - В А ) (!) = Л (В (!) ) - В (А (/) ) . (1 .9) 

Если два оператора имеют нулевой коммутатор, то говорят, 
что они коммутируют. Здесь нужно быть осторожным с об- 
ластями определения операторов: область определения опе- 
ратора [Л, В] может быть меньше, чем область определения 
Л или В. Например, если Л = А/ Ах и В — хА/Ах, то в каче- 
стве их областей определения можно взять все С'-функции. 
Но не для всех С‘-функций ! определено Л(б(/)), так как 
в это выражение входят вторые производные. В качестве 
областей определения операторов АВ и ВА можно взять мно- 
жество всех С 2 -функций, более узкое, чем множество С 1 - 
функций. Тогда и коммутатор [Л, В] будет иметь своей об- 
ластью определения лишь С 2 -функции. В данном случае 
можно, однако, расширить область определения (это назы- 
вается также расширением оператора), основываясь на сле- 
дующем наблюдении. Легко проверить, что для любой 
С 2 -функции ! 

[А, б] (И = [А/Ах, хА/Ах]! = А) /Ах, 

поскольку вторые производные в А В и В А взаимно сокра- 
щаются. Поэтому можно отождествить [Л, б] с А/Ах (т. е. 
с самим Л) и тем самым расширить его область определения 
до всех С’-функций. Мы видим, что коммутатор может ока- 
заться определённым даже на таких функциях, на которых 
произведения в коммутаторе не определены. При работе с 
дифференциальными операторами часто бывает удобнее, по 
крайней мере поначалу, брать в качестве их области опре- 
деления С°°-функции. Позже мы именно так и будем посту* 
пать, и заботиться об областях определения не придётся. 



1.4 ТЕОРЙЯ ГРУПП 
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1.4. ТЕОРИЯ ГРУПП 

Совокупность элементов О вместе с бинарной операцией 
(обозначаемой точкой) называется группой, если удовлетво- 
ряются следующие аксиомы: 

(СИ) Ассоциативность: для любых х, у и г из О 

х- (у-г) = {х-у) -г. 

(Оіі) Наличие правой единицы: О содержит элемент е, 
такой что для любого х из О 

х-е = х. 

(Слііі) Существование правого обратного: для любого х 
из С существует элемент, обозначаемый через лН, 
также лежащий в О, такой что 

х-х~ 1 = е. 

Группа называется абелевой ( коммутативной ), если, кроме 
того, 

(Оіѵ) х-у = у-х для любых х, у из О. 

Стандартным примером группы с конечным числом элемен- 
тов является группа перестановок п объектов; бинарная ком- 
позиция двух перестановок — это перестановка, получаемая 
в результате их последовательного выполнения. В этой груп- 
пе п\ элементов. Единичным элементом служит перестановка, 
оставляющая все объекты неподвижными. 

Из (СИ) — (СИП) можно вывести ряд простых следствий: 
единичный элемент е единствен; е является также и левым 
единичным (е-х — х)\ обратный элемент х~ 1 единствен для 
каждого х\ х~ 1 является также левым обратным (х~ 1 -х — е). 
Знак • обычно опускают, если нет риска ошибиться: вместо 
х-у пишут просто ху. 

В современной физике наиболее важны группы Ли, о ко- 
торых мы будем много говорить ниже. Точное определение 
будет дано в гл. 2, здесь же достаточно сказать, что это не- 
прерывные группы: каждое открытое множество элементов 
группы Ли допускает 1-1-отображение на открытое множе- 
ство в Я п для некоторого п. Примером группы Ли является 
группа трансляций (сдвигов) пространства Я п {х^— >х + а, 
а = соп5І) . Каждой точке а пространства Я п соответствует 
элемент этой группы, так что фактически группа трансляций 
взаимно-однозначно отображается на всё Я п . Групповым за- 
коном является обычное сложение: пара элементов а = 
(«і, . .., а п ) и Ь = (&і, ..., Ь п ) переходит в с = {а х + 
6і, ..., а„-\-Ь„), или, коротко, с = а + Ь. Этот пример пока- 
зывает, что не всегда символ • подходит для обозначения 
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групповой операции. Для абелевых групп, каковой является 
разобранная нами группа, удобнее употреблять знак «+». 

Подгруппа 3 группы О — это совокупность элементов из 
О, сама образующая группу относительно той же бинарной 
операции. (Приставка «под» всегда будет обозначать под- 
множество, обладающее темн же свойствами, что и объем- 
лющее множество. Мы столкнёмся с многими примерами 
«подобъектов»: векторные подпространства, подмногообра- 
зия, подалгебры Ли и подгруппы Ли.) Будучи группой, под- 
группа должна содержать единичный элемент. Поскольку 
единичный элемент е группы единствен, любая подгруппа 
должна его содержать. В примере с группой подстановок 
легко придумать много подгрупп. Скажем, перестановки п 
объектов, не меняющие положения первого объекта, обра- 
зуют подгруппу полной группы подстановок, так как: (і) 
тождественная перестановка е не двигает первый объект; 
(іі) если данная перестановка не двигает первый объект, то 
её обратная тоже такова; (ііі) произведение двух таких пе- 
рестановок опять же не двигает первый объект. Эта подгруп- 
па совпадает с группой перестановок (п — 1) объектов. Пусть 
читатель попробует доказать, что множество всех четных пе- 
рестановок также является подгруппой в группе всех пере- 
становок, а нечётные перестановки подгруппы не образуют. 

Наше утверждение, что определённая подгруппа группы 
перестановок п объектов «совпадает» с группой перестано- 
вок п— 1 объектов, есть пример изоморфизма групп. Две 
группы Оі и О г с бинарными операциями • и * соответствен- 
но изоморфны (это означает, что они неотличимы с точки 
зрения их групповых свойств), если имеется 1-1 -отображение 
/ группы О і на 0 2 , сохраняющее групповую операцию: 

Нх-у) = Н*)*Ну)- (1.Ю) 

Для нашего примера изоморфизм } тривиален: элемент под- 
группы, переставляющий лишь последние п — 1 объектов из 
п, переходит в ту же самую перестановку в группе переста- 
новок я — - 1 объектов. Но изоморфизмы не всегда бывают 
тривиальными. Пусть Сі — группа положительных веществен- 
ных чисел с операцией умножения, а 0 2 — - группа всех ве- 
щественных чисел с операцией сложения. (Почему это груп- 
пы?) Тогда если х — число из С ь то /(х)= \о§х определяет 
отображение /:0і->0 2 , удовлетворяющее (1.10): 

Іо ё(ху)— 1о^х+ \о%у. 

Эти две группы изоморфны, и ( — изоморфизм. 

Другое полезное отношение между группами — это груп- 
повой гомоморфизм. Его определение похоже на определение 
изоморфизма, может лишь нарушаться взаимная однознач- 
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ность. Равенство (1.10) по-прежнему должно быть справед- 
ливым. Тривиальный гомоморфизм группы в себя — это ото- 
бражение, переводящее каждый элемент группы в единичный 
элемент е. Менее тривиальный пример — гомоморфизм группы 
перестановок на мультипликативную группу, состоящую из 
двух элементов {1, — 1}. Этот гомоморфизм переводит каж- 
дую чётную перестановку в 1, а каждую нечётную — в — 1. 
Читателю следует проверить равенство (1.10) для этого при- 
мера, т. е. проверить, что композиция двух нечётных пере- 
становок есть чётная перестановка, нечётной и чётной — не- 
чётная и двух чётных — чётная. 

1.5. ЛИНЕЙНАЯ АЛГЕБРА 

Множество V называется векторным пространством (над 
вещественными числами), если в нём задана бинарная опе- 
рация, обозначаемая знаком относительно которой оно 

образует абелеву группу (см. выше), и если определено ум- 
ножение (•) его элементов (векторов) на вещественные чис- 
ла, удовлетворяющее следующим аксиомам (ниже хи у — 
векторы, а а и Ь — вещественные числа) : 

(Ѵі) а- (х + у) = {а-х) + (а-у), 

(Ѵіі) (а + Ь) -х — {а-х)-\-{Ь-х), 

(Ѵііі) (аЬ) -х = а(Ь-х), 

(Ѵіѵ) 1-х = х. 

Единичный элемент в группе V обозначается через 0 или 
просто 0. Помимо стандартных примеров векторных про- 
странств отметим ещё, что векторными пространствами яв- 
ляются: 

(i) множество всех п X «-матриц, где „+” обозначает по- 
компонентное сложение, а обозначает покомпонентное 
умножение на вещественное число; 

(ii) множество всех вещественных непрерывных функций 
1(х), определённых на интервале а ^ х ^ Ь. 

Обычно опускают точку, обозначающую умножение на 
число, и скобки, фигурирующие в аксиомах. Выражение вида 

ах + Ьу + сг (1.11) 

называется линейной комбинацией векторов х, у и г. Множе- 
ство элементов {хі, х 2 , х т } пространства V линейно-не- 
зависимо, если нельзя найти вещественные числа 
{а\, а 2 , . . . , а т ), не все равные нулю, такие что 

йі-Хі -{- а 2 х 2 — (— . . . — )— а т Хщ = 0 


(1-121 
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Линейно-независимое множество называется максимальным, 
.если добавление любого вектора из V делает его линейно- 
зависимым. По определению это означает, что любой вектор 
из V может быть представлен в виде линейной комбинации 
элементов максимального множества, так что максимальное 
множество образует базис пространства V. Например, если 
V — множество вещественных п X п-матриц, то одним из ба- 
зисов служит совокупность п 2 различных матриц, у которых 
все матричные элементы нулевые, кроме одного. В общем 
случае число векторов базиса — это размерность простран- 
ства V. (Все базисы имеют одинаковое число элементов, если 
оно вообще конечно.) Пусть векторы {хі, і = 1 п) обра- 

зуют базис. Тогда произвольный вектор у представим в виде 

у = ]С а і*і . (1.13) 

і~\ 


Числа {йі,і— 1, ..., п} называются компонентами вектора 
у в этом базисе. 

Подпространство векторного пространства V — это под- 
множество в V, само являющееся векторным пространством. 
(Сравните это определение с определением подгруппы в §1.4.) 
В частности, оно должно включать в себя нулевой вектор и 
линейные комбинации любых своих элементов. Говорят, что 
некоторое множество векторов {у и ..., у т ) порождает под- 
пространство в V, образованное всевозможными линейными 
комбинациями 


й\У\ + а 2У% + • • • + ОтУт 


(векторы уі называются при этом образующими) . Если 
т < п, то это подпространство обязательно собственное, т. е, 
не совпадает с V. В любом случае размерность подпростран- 
ства равна максимальному числу линейно-независимых век- 
торов среди образующих. 

Пока что ничего не было сказано о скалярных произведе- 
ниях или о длинах векторов. Эти понятия являются дополни- 
тельными; они не всегда оказываются полезными в конкрет- 
ных приложениях теории векторных пространств, так что нет 
необходимости включать их в общее определение векторного 
пространства. Один из способов ввести' эти понятия — опреде- 
лить норму на векторном пространстве. Нормированное век- 
торное пространство V — это векторное пространство с задан- 
ной на нём вещественнозначной функцией п (т. е. функцией, 
которая сопоставляет каждому вектору х вещественное чис- 
ло п(х), называемое его нормой), удовлетворяющей следую- 
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щим аксиомам: 

(№) п(х)^ 0 для всех х из V, причём п(х) = 0, если и 
только если х — 0; 

(Ыіі) п(ах) = \а\п(х) для всех а из Я и х из У; 

(Ыііі) п(х + у) ^ п(х)-\- п(у) для всех х, у из У. 

Есть много функций, удовлетворяющих этим аксиомам. Рас- 
смотрим, например, само Я п как векторное пространство, где 


сложение векторов задаётся равенством 

х + У = (*і +уи .... X, г + Уп), (1.14) 

а умножение на вещественное число — равенством 

ах = (ах і, . . . , ахп). (1.15) 

Тогда для трёх из четырёх функций расстояния, определён- 
ных в § 1.1, мы можем ввести норму как расстояние вектора 
от начала координат: 

п(х)= [(*,) 2 ,+ (* 2 ) 2 + ... +(х п )*У'\ (1.16) 

«'(*) = [ 4(х,) 2 + 0,1(х 2 )2+ ... +(х п уу/>, (1.17) 

п"'(х) = шах(|хі|, |х 2 | , .... |х п | ) . (1.18) 


Читателю предоставляется возможность проверить справед- 
ливость аксиом (№) — (ЫШ) для каждой из этих норм. По- 
лезно также убедиться в том, что й" (х, у) не определяет 
нормы. 

Первые две нормы отличаются от третьей тем, что они 
удовлетворяют еще одной, иногда весьма полезной аксиоме — 
тождеству параллелограмма-. 

(Ніѵ) [л(х + у)] 2 + [п(х — у)} 2 = 2[п(х)] 2 + 2[п(у)] 2 . 

Норма, удовлетворяющая этому тождеству, позволяет опре- 
делить билинейное симметрическое скалярное произведение 
двух векторов 


* ■ у = т і п (х + Ж 2 - т ^ ~ 

(1.19) 

Билинейность означает, что 


( ах.+ Ьу) -г = а(х-2) + Ь(у-г) 

И 

(1.20) 

г - (ах + Ьу) — а(г-х)-\- Ь(г-р). 

(1-21) 


Симметричность означает, что 
х-у = ух. 


(1. 22 ) 
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Кроме того, скалярное произведение является положительно- 
определённым, т. е. 

х-х ^ 0 и х-х = 0, лишь если х = 0. (1-23) 

Это очевидно, так как х-х — \ п(х)] 2 . 

Определённая выше норма п(х) на Я п называется эвкли- 
довой нормой. Векторное пространство У?", рассматриваемое 
вместе с этой нормой, мы будем обозначать через Е п и назы- 
вать «-мерным эвклидовым пространством. Важно уяснить 
себе различие между Я п и Е п : первое — это просто совокуп- 
ность всех наборов (х ь ..., х п ) без привлечения какого-либо 
расстояния или нормы. Полезность такого различения станет 
понятной в гл. 2. 

Для того чтобы ввести скалярное произведение и дока- 
зать его билинейность и симметричность, нужны только ак- 
сиомы (№і) и (№ѵ). Если допустить нарушение свойств (№) 
и (№іі), то мы получим псевдонорму; скалярное произведе- 
ние вектора с самим собой в этом случае не обязано быть по- 
ложительным. Примером физической теории, использующей 
псевдонорму, является специальная теория относительности. 
Ниже мы рассмотрим её более или менее подробно. 

Хотя мы определили только векторные пространства над 
вещественными числами, не составляет труда определить их 
и над комплексными числами, просто дозволив числам а и Ь 
в (Ѵі) — (Ѵіѵ) быть комплексными. Тогда компоненты векто- 
ров будут комплексными. Такие векторные пространства ча- 
сто используются в квантовой механике. 


1.6. АЛГЕБРА КВАДРАТНЫХ МАТРИЦ 

Линейное преобразование Т векторного пространства V — 
это отображение V на себя, удовлетворяющее свойству ли- 
нейности (ср. с (1.20) и (1.21)) 

Т(ах + Ьу)= аТ(х) + ЬТ(д). (1.24) 

Если в V задан базис {ё,, і = 1, . . . , п), то 


X а-Лі, 


1 = 1 


(1.25) 


Т(х) 


а п \ п п п 

С аЛі ) = X а{Г (ё{) = X «і X Т ц ё { , (1 . 

=і / і = і і=і /=і 


26) 


где каждый вектор Т(ёі) мы заменим его разложением в дан- 

П 

ном базисе X Числа Тц называются компонентами 

і=і 

(или координатами) преобразования Т (в базисе {ё,}); они 
образуют квадратную «Х п_мат РВДУ- 
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Отметим весьма важное алгебраическое соотношение, ко- 
торое будет часто использоваться в дальнейшем: 

п / т \ т / п \ 

I а, ( X ад 1 = X с, X в и аХ (і.27) 

і=\ \]=і / /= і \/=і / 

Другими словами, порядок суммирования не играет никакой 
роли. Поэтому обычно это выражение записывают в виде 

X X Л Д/С, или просто X АіВцС,, (1.28) 

1 = 1 /“I і.І 

подчеркивая тем самым, что эта сумма является просто сум- 
мой соответствующих произведений по всевозможным комби- 
нациям индексов. 

Два последовательных линейных преобразования Т и II, 
действующих на пространстве V, дают новое преобразование 

ЦТ: 

ит (х) = с/(т (х)) = и ( X а.т^ёЛ = X а { т и и 1к ё к 

\і, / / і/к 

= Ха, (Х Т и Ѵ, к у к . (1.29) 

Отсюда вытекает, что компоненты произведения ІІТ имеют 
вид 

ХВД*. (1.30) 

1 

Важно усвоить, что если мы запишем Т И в виде матрицы 
(индекс і нумерует строки, а / — столбцы) и точно так же за- 
пишем ІІ,ь, то сумма (1.30) в точности совпадёт с выраже- 
нием для матричного произведения соответствующих матриц. 
В общем случае матричное произведение двух матриц А ч и 
Вц имеет вид 

(АВ)іь = X А { ,В ]к = X В 1к А 1п (1.31) 

/ і 

( ВА) ік — X В^А^ — 2^ А !к В ч . (1.32) 

1 і 

Отметим, что третье выражение в равенстве (1.31) равно 
второму, поскольку А ч и В,, суть просто числа, а умножение 
чисел коммутативно. Сравнивая третий член в равенстве 
(1.31) со вторым в равенстве (1.32), мы видим, что важен не 
порядок сомножителей, а взаимное расположение индексов 
суммирования и свободных индексов. Различие этих двух 
выражений означает, что матричное умножение, вообще го- 
воря, не коммутативно. 
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Матричные элементы транспонированной к А матрицы Л т 
имеют вид 

(ЛТ), 7 =Л /г . (1.33) 

(Если матрица А комплексная^ то её сопряженная А* опре- 
деляется равенством (А*)ц = Ац, где черта обозначает комп- 
лексное сопряжение.) Единичная матрица / имеет всюду на 
главной диагонали единицы, а вне главной диагонали — 
нули; это записывается в виде 

{І)ч = 8.7, (1-34) 

где б, у — символ Кронекера, т. е. б,у = 1 при і — / и 8ц = О 
при іф]. Тождественное преобразование переводит, по опре- 
делению, каждый вектор х в себя. Его компоненты в любом 
базисе равны б, у. Матрица Л -1 , обратная к матрице А, опре- 
деляется равенством 

А- 1 А = АА~ ] = /. (1.35) 

Не каждая матрица имеет обратную; очевидным примером яв- 
ляется нулевая матрица. Если обратная матрица существует, 
то она единственна. Ясно, что А будет обратной для А~К 
Если Л~ 1 существует, го матрица А называется невырожден- 
ной (в противном случае — вырожденной). Множество всех 
невырожденных «X я-матриц образует группу относительно 
операции матричного умножения. Её единицей является еди- 
ничная матрица /. Эта группа служит очень важным приме- 
ром группы Ли и обозначается через ОЬ(п,Е); мы изучим её 
детально в гл. 3. 

Определитель ( детерминант ) 2 X 2-матрицы 



обозначаемый через сЗеі(Л), определяется равенством 

беі(А) = ад — Ьс. (1.36) 

Определитель п X п-матрицы определяется индуктивно при 
помощи следующего правила разложения по строке. Алгеб- 
раическое дополнение элемента ац матрицы А, обозначаемое 
через а 11 , — это число, равное взятому с коэффициентом 
( — 1) ( +/ определителю ( п — 1)Х(« — 1)-матрицы, получаю- 
щейся из матрицы Л вычёркиванием строки и столбца, на пе- 
ресечении которых стоит а, у. Так, например, в матрице 

( а Ь с\ 
сі е / I 
§ /г к/ 


(1.37) 
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алгебраическое дополнение элемента а равно ек — //г, а эле- 
мента і равно Ь@ — аН. Определитель матрицы А определяет- 
ся правилом 

П 

<іе1 :(Л) = Хй,' ) а'' (для любого фиксированного і). (1.38) 

і=і 

Для матрицы (1.37), беря / = 1, получим 

беі:(Л) — а (ек — /Л) + Ъ — сік) + с (АН — е§) , 

а взяв і = 2, будем иметь 

беі (А) — А (Нс — Ьк)-\- е(ак — с§) Ф1(Ь§ — аН ) ; 

оба эти выражения совпадают. Это правило выглядит весьма 
загадочным при том способе изложения, который мы избрали. 
Оно станет более понятным, когда мы снова вернёмся к нему 
в § 4.12. 

Каждую из строк (или столбцов) п X л-матрнцы можно 
считать координатами вектора в некотором /г-мерном про- 
странстве. Определитель матрицы обращается в нуль, если 
и только если п векторов, определённых его строками (пли 
столбцами), линейно-зависимы. Это вытекает из ряда дру- 
гих свойств определителя: если одну строку умножить на 
константу Я, то весь определитель умножится на Я; определи- 
тель не изменится, если какую-нибудь одну строку заменить 
на поэлементную сумму этой строки и произвольного крат- 
ного любой другой строки; при перестановке двух любых 
строк определитель меняет знак. Все эти свойства остаются 
верными, если заменить всюду «строка» на «столбец». Они 
опять же станут более понятными после изучения § 4.12. 
Построим по данной матрице А матрицу В, полагая 

Ьц = а> 1 /йеі(А). (1.39) 

Из (1.38) вытекает, что 

Я 

йпЬц — 1 для любого фиксированного і. 

Оказывается (вы можете убедиться в этом «эксперимен- 
тально»), что 

П 

X а ірік — &1Ь\ 

/«1 

другими словами, матрица В, задаваемая формулой (1.39), 
является обратной для матрицы А. Следовательно, матрица 
А невырожденна, если и только если сІеі(Л) ф 0. 
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Следом матрицы А называется сумма её диагональных 
элементов: 

іг (Л) = Е а п . (1.40) 

І 

Преобразование подобия матрицы А при помощи невырож- 
денной матрицы В — это отображение А \ — >В- 1 АВ. Приведём 
некоторые полезные формулы, которые могут быть доказаны 
на основе данных выше определений: 


с АВУ= В Т Л‘, 

(1.41) 

(АВ)- 1 = В-' А-', 

(1.42) 

йе1(ЛБ) = ёеі(Л)сіе{(іЗ'> 

(1.43) 

1г(В-'ЛВ) = 1г(Л), 

(1.44) 

беЦВ-'ЛВ) = беі(Л), 

(1.45) 

<Зе1(Л т ) — беі(Л). 

(1.46) 


Говорят, что п X «-матрица А имеет собственное значение 
X и (отвечающий ему) собственный вектор V ф 0, если 

А(Ѵ) = ХѴ, (1.47) 

где в левой части равенства А действует как линейное пре- 
образование на Г. В координатной форме это равенство запи- 
шется в виде п уравнений 

Е (а И — К6ц) Ѵі = 0. (1.48) 

Они имеют ненулевое решение V, если и только если 

4е1(Л — XI) = 0. (1.49) 

Собственные значения А являются решениями уравнения 
(1.49), которое, очевидно, является уравнением п-й степени 
по X. Каждому вещественному решению X отвечает собствен- 
ный вектор. Если некоторое решение комплексное, то отве- 
чающих ему вещественных собственных векторов нет, так что 
в случае, когда V пробегает вещественное векторное про- 
странство, имеется фундаментальное различие между веще- 
ственными собственными значениями и комплексными. Если 
же рассматриваемое векторное пространство — и матрица 
А — комплексные, то никакой разницы между вещественными 
и комплексными решениями нет. Пусть (Х ь ..., Х п }— все п 
корней уравнения (1.49) (каждый корень считается столько 
раз, какова его кратность). Обратим внимание на следующие 
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три важных результата: 

{собственные значения А 7 } — {собственные значения А}, 

(1.50) 

іеі(А) = кіХ 2 ... Х п , (1.51) 

(А ) = Яі -(- "Ь ••• Яіп. (1.52) 

Последние два утверждения можно доказать, явно расписав 
многочлен в левой части (1.49). Первое вытекает из (1.46). 

1.7. БИБЛИОГРАФИЯ 

В перечисленных ниже руководствах материал излагается примерно 
на том уровне сложности, который принят в данной книге. Назначение 
этого списка — подвести читателя к уровню излагаемого в книге материа- 
ла; он никоим образом не является исчерпывающим перечнем рекомен- 
дуемых книг для чтения. 

Элементы математического анализа: О. В. ТЬошаз, Саісиіиз аші Апа- 
Іуііс Оеотеігу (АсШзоп-АУезІеу, Реасііп^, Мазз., 1960). 

Механика: К. К. Зутоп, Месігапісз (АсісІізоп-АѴезІеу, Ксабіпц, Мазз., 
1953), или Н. Ооісізіеіп, Сіаззісаі МесЬапісз (АсІсІіяопЛѴезІеу, Реайіпд, 
Мазз., 1950) [имеется перевод: Голдстейн Г. Классическая механика. 2-е 
изд. — М.: Наука, 19751 или Ландау Л. Д., Лифшиц Е. М. Механика. — 
М.: Наука, 1965. 

Термодинамика: М. \Ѵ. Кегпапзку, Нсаі апсі ТЬегшосІупатісз (МсСгаѵ.'- 
Нііі, Иеш Уогк, 1957) или Е. Регті, ТЬегтосІіпатісз (Ооѵег, ІУе\ѵ Уогк, 
1956) [имеется перевод: Ферми Э. Термодинамика. — Харьков: 1973]. 

Электродинамика: 9. К. Кеііг & Р. Л. МіНогсІ, Роипбаііоп о! Еіесігошад- 
пеііс ТЬеогу (АсісІізоп-АѴезІеу, Кеасііп^, Мазз., 1960) или 9. В Магіоп, Сіаз- 
зісаі Еіесігота^пеііс Касііаііоп (Асабетіс Ргезз, КІс\ѵ Уогк, 1965). 

Специальная теория относительности: А. Р. РгепсЬ, Зресіаі Реіаііѵііу 
(Иеізоп, Бопсіоп, 1968) или Е. Р. Тауіог & Л. А. ХѴЬееІег, Зрасеііте РЬу- 
зіез (Ргеетап, Зап Ргапсізсо, 1965). 

Квантовая механика: Ь. I. ЗсНііі, (}иапіит МесЬапісз (МсОга\ѵ-Ні11, 
Ые» Уогк, 1955). 

Материал этой главы может быть более глубоко изучен по следую- 
щим книгам: 

К. А. Эеап, Еіешепіз оГ АЬзігасі А1р;еЬга (\Ѵі1еу, Уогк, 1967); 

\Ѵ. Кисііп. Ргіпсіріез оі Маіііешаіісаі АпаНзіз (МсОга\ѵ-Ні11, ІЧе\ѵ Уогк, 
1964) [имеется перевод: Рудин У. Основы математического анализа. — 
М.: Мир, 1966]; 

Е. АУ. Раскеі, Рипсііопаі Апаіузіз, а ЗНогі Соигзе (Іпіегпаііопаі ТехіЬоок 
Со., Оіаз^оѵ, 1974); 

Р. Кіезг & В. Зг.-Иа^у, Рипсііопаі Апаіузіз (Ш^аг, Ие\ѵ Уогк, 1955) 
[имеется перевод: Рисе Ф, Сёкефальви-Надь Б. Лекции по функциональ- 
ному анализу.- — М.: Мир, 1979]. 

А. АУаІІасе, ЭІНегепііаІ Тороіору: Рігзі Зіерз (Вепіатіп, Реасііп^, Мазз., 
1968) [имеется перевод в кн.: Милнор Дж., Уоллес А. Дифференциальная 
топология. Начальный курс. — М.: Мир, 1972]. 

Приведём теперь список основных руководств, в которых излагается 
материал последующих глав — излагается, как правило, более глубоко и 
строго. Ниже мы будем ссылаться на эти руководства по фамилиям авто- 
ров. 
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У СЬс^иеі-ВгиЬаі, С ОеіѴііі-Моіеііе & М ОіПагй-ВІеіск, Апаіузіз, Мапі- 
іоійз аші Ркузісз (МогіЬ Ноііапй, Атзіегйат, 1977) Исчерпывающий 
курс, рассчитанный на математически подкованных физиков Особенно 
хорошо изложены дифференциальные уравнения 

К АЬгаЬатп & I Е Магзйеп, Роипйаіюпз оГ МесЬашсз, геѵ 2пй ей (Веп- 
]атіп/Оиттт§з, Реайт@;, Мазз , 1978) Эта книга, как видно из ее назва- 
ния, охватывает меньше материала, чем предыдущая, зато с соответствен- 
но большей глубиной Отличается вниманием к глобальным проблемам, а 
также обширной библиографией Второе издание существенно расширено 
по сравнению с первым 

Р \Ѵ \Ѵагпег, Роипйаіюпз оі РіИегепііаЫе Мапііоійз апй Ьіе Огоирз 
(Зсоіі, Рогезгаап, Оіепѵіеіѵ, 111, 1971) Доступное для студентов старших 
курсов введение в теорию дифференцируемых многообразий и групп Ли. 
Особенно сильны разделы, посвященные группам Ли и теории когомологий. 
М Зріѵак, А сотргекепзіѵе Іпігосіисііоп іо ВіЧеіепііаІ Оеотеігу, іоиг ѵо- 
Іитез (РиЫізЬ ог РепзЬ, Возіоп 1970) Как показывает само название, 
книга рассчитана на аспирантов-матечатиков Написана в свободной ма- 
нере, местами с юмором много упражнений, разбирается много подробно- 
стей 

Есть и другие заслуживающие внимания книги по дифференциальной 
геометрии Для первоначального знакомства полезны N й Ніскз, Иоіез оп 
Оіііегепііаі Оеотеігу ф Ѵап Козігапй, Ые\ѵ Уогк, 1965) или Р Ь ВізЬор 
& 5 I ОоІйЬегд, Тепзог Апаіузіз оп Мапііоійз (МастіПап, Ьопйоп, 1968). 
В том же «современном» духе, и настоящая книга, написана книга 
С Т Л Бойзоп & Т Розіоп, Тепзог Оеотеігу (Ріітап, Ропйоп, 1977), 
В ней обстоятельно обсуждаются многие вопросы, которых мы лишь ка- 
саемся, правда ничего не говорится об общих производных Ли или исчис- 
лении дифференциальных форм Читатель, которому прыжок от данной 
книги к, скажем,, СІ^иеі-Вгикаі еі аі покажется слишком далеким, мо- 
жет сперва попробовать почитать первую поювішу книги Эойзоп & Розіоп. 
Заслуженным авторитетом потьзуются монографии 5 КоЬауазІц & К. N 0 - 
тіги, Роипйаіюпз о{ ОіГГегепііаІ Оеотеігу, (и о ѵоіитез (Іпіегзсіепсе, ГЧеѵѵ 
Ѵогк, 1963 апй 1969) [имеется перевод Кобаясн Ш , Номидзу К Основы 
дифференциальной геометрии — М Наука, 1981] и Л А ЗсЬоиіеп, Ріссі 
Саісиіиз (5рпп§ег, Вегіш, 1954), последняя написана в несколько старо- 
модных обозначениях 

Не удивительно, что одни из лучших изложений дифференциальной 
геометрии для физиков содержатся в руководствах по общей теории отно- 
сительности Рекомендую книгу С \Ѵ Мізпег, К 5 ТЬогпе & Л А \УЬее- 
Іег, Огаѵііаіюп (Ргеетап, 5ап Ргапсізсо, 1973) [имеется перевод Миз- 
нер Ч, Торн К, Уилер Дж Гравитация — М Мир, 1976], в которой диф- 
ференциальная геометрия излагается на протяжении нескольких глав в том 
же духе и примерно в тех же обозначениях, что и у меня здесь На более 
высоком уровне сложности и более сжато написана глава по дифферен- 
циальной геометрии в книге 5 \Ѵ На\ѵкіп^ & С Р К ЕПіз, ТЬе Баг^е 
Зсаіе Зігисіиге о! Зрасе — Типе (СатЬпй^е ІЛтѵегзііу Ргезз, 1973). Вве- 
дением широкого диапазона является статья «Дифференциальная геомет- 
рия», написанная Ч Мизнером для сборника Кеіаііѵііу, Огоирз апй Торо- 
Іоду, ей С Ое\Уііі & В Ое\Ѵііі (Оогйоп & Вгеасіі, Ыеш Уогк, 1964) Дру- 
гое полезное введение — статья Б Шмидта в сборнике Кеіаііѵііу, Азіго- 
рЬузісз апй СозтоЬлу, ей \Ѵ Ізгаеі (Веійеі, ОогйгесЬі, 1973) Также рас- 
считаны на физиков книги К Негтапп, ЭіДегепііаІ Оеотеігу апй {Ье Саі- 
сиіиз о! Ѵапаіюпз (Асайетіс Ргезз, ІЧе\ѵ Ѵогк, 1968), 6 Ьоѵеіоск & 
Н Рипй, Тепзогз, ЭіП'егепііаІ Рогтз апй Ѵапаіюпаі Рппсіріез (\Ѵі1еу, І\1е\ѵ 
Уогк, 1975), Н Ріапйегз, ОіГГегепііаІ Рогтз (Асайетіс Ргезз ІЧеіѵ Уогк, 
1963), Ѵоп ІѴезіепЬоІг ВіИегепііаІ Рогтз т Маікетаіісаі РЬузісз (ИогіЬ- 
Ноііапй, Атзіегйат, 1979). 



2. ДИФФЕРЕНЦИРУЕМЫЕ МНОГООБРАЗИЯ 
И ТЕНЗОРЫ 


Трудно представить себе физическую задачу, в которой не 
приходится рассматривать какой-либо пространственный кон- 
тинуум. Это может быть физическое трёхмерное простран- 
ство, четырёхмерное пространство-время, фазовое простран- 
ство (для задач из классической или квантовой механики), 
пространство всех термодинамически равновесных состояний 
или даже ещё более абстрактное пространство. Все эти про- 
странства обладают различными геометрическими свойства- 
ми, но есть в них и нечто общее, и это общее связано с тем, 
что они являются непрерывными пространствами в отличие 
от, скажем, решёток, состоящих из изолированных точек. 
Дифференциальная геометрия именно потому важна для со- 
временной физики, что она изучает как раз эти свойства, об- 
щие для всех таких пространств. Наиболее фундаментальные 
из этих свойств кладутся в основу определения дифференци- 
руемого многообразия — точного математического эквивален- 
та для слова «пространство». 

2.1. ОПРЕДЕЛЕНИЕ МНОГООБРАЗИЯ 

Как и в § 1.1, мы обозначаем через Р п совокупность всех 

наборов из п вещественных чисел (хі, х 2 х п ). Множество 

(состоящее из «точек») М называется многообразием , если 
каждая его точка имеет открытую окрестность, допускающую 
непрерывное 1-1-отображение (называемое координатным) 
на открытое множество в Р п для некоторого п. (Читателю, 
который не вполне уверен, что смысл выражения «1-1-отобра- 
жение на» ему понятен, стоит заглянуть в § 1.2.) Попросту 
говоря, М локально «похоже» на Р п . Размерность многообра- 
зия М — это, разумеется, число п. Важно, что в определении 
участвуют только открытые множества, а не всё М или всё 
Р п , так что мы не налагаем никаких ограничений на глобаль- 
ную топологию М. Это станет ясно при разборе примера со 
сферой в § 2.2. Обратим внимание, что от отображения тре- 
буется только взаимная однозначность и не требуется сохра- 
нения длин, углов или других геометрических величин. На 
этом уровне геометрии понятие длины просто даже не опре- 
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делено, и мы встретимся в дальнейшем с примерами физи- 
ческих приложений, в которых и не нужно вводить понятие 
расстояния между точками наших многообразий. На этом 
элементарном («примитивном») уровне геометрии мы лишь 
хотим добиться того, чтобы локальная топология нашего про- 
странства (как она описана в § 1.1) была такой же, как и для 
Р п . Многообразие — это пространство с такой топологией. 

По определению координатное отображение сопоставляет 
точке Р многообразиям набор из п чисел (х\ (Р), .... х„(Р)) 



Рис. 2.1. Отображение / взаимно-однозначно отображает область V из М 
на область /((У) из Р п . Это отображение сопоставляет каждой точке Р од- 
нозначно определённый набор п чисел (х\, хг, ..., х п )■ Тем самым в V 
возникает система координат, изображённая при помощи штриховых ли- 
ний, являющихся образами при отображении ( _| стандартной координат- 
ной сетки в Я п . 

(см. рис. 2.1). Эти числа х х (Р), х„(Р) называются ко- 
ординатами Р относительно этого отображения. Одна из воз- 
можных точек зрения на понятие «-мерного многообразия — 
это просто считать его множеством, которое может быть за- 
дано п независимыми координатами в некоторой окрестности 
своей точки: именно, эти координаты на самом деле опреде- 
ляют требуемое отображение в Р п . В дальнейшем мы будем 
использовать стандартные обозначения для координат, нуме- 
руя их верхними индексами: х'(Р), х 2 (Р), х п (Р) — это п 
координат точки Р (а не степени х(Р)\) относительно коор- 
динатного отображения. 

В результате предшествующего обсуждения мы получили 
некое общее представление о том, что такое многообразие, 
но для того, чтобы получить что-нибудь большее, нужно рас- 
смотреть более внимательно свойства координатных отобра- 
жений. Пусть / — инъективное отображение некоторой окре- 
стности Ід точки Р из М на открытое множество !(Ѵ) в Р п . 
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Как мы уже отмечали выше, окрестность II не обязана со- 
держать всё М (как мы увидим в § 2.2, в случае сферы она 
и не может содержать всю сферу) , так что должны быть и 
другие окрестности со своими собственными отображениями, 
причём каждая точка из М должна лежать по крайней мере 
в одной такой окрестности. Пара «окрестность плюс её ото- 
бражение» называется картой. Легко видеть, что эти откры- 
тые окрестности должны перекрываться, раз любая точка из 
М должна содержаться по 
крайней мере в одной из них: 
именно эти перекрытия важны 
для дальнейшей детализации 
понятия многообразия (см. 
рис. 2.2). Пусть окрестность V 
частично покрывает окрест- 
ность II, и пусть задано отобра- 
жение § окрестности V на от- 
крытую область в К, п . Эта от- 
крытая область может считать- 
ся совершенно отличной от той, 
на которую / отображает окре- 
стность 0. Пересечение V и V 
открыто (по аксиоме (Ті) из 
§ 1.1) и задаётся двумя различ- 
ными системами координат, от- 
вечающими отображениям \ и 
§. Имеется, стало быть, неко- 
торая связь между этими коор- 
динатными системами. Чтобы её найти, возьмём точку в об- 
разе перекрытия относительно [ (т. е. точку из У?"), скажем 
точку (х 1 ,х 2 , х п ) на рис. 2.3. Отображение / обладает 
обратным поэтому имеется единственная точка 5, лежа- 
щая в перекрытии, которая имеет именно эти числа своими 
координатами относительно отображения (. Пусть теперь § 
сопоставляет 5 другую точку в /?", скажем (у 1 , у 2 , ..., у п ). 
(Тем самым построено отображение — композиция 

В результате мы получаем функциональные соотно- 
шения ( преобразование координат) 

У 1 = у 1 (х\х 2 х п ), 

У 2 — У 2 {х\ х 2 , ..., х п ), 


У п = У п (х\ х 2 , х п ). 

Если все частные производные порядка не выше к всех этих 
функций {у 1 } по переменным { х '} существуют и непрерывны, 
то отображения ) и § (более точно, карты (Н, /) и (V, §■)) 
называются С к - согласованными. (Обозначение С к было вве- 



Рис. 2.2. Окрестности II и V из М 
перекрываются (затушёванная об- 
ласть). Соответствующие коорди- 
натные отображения ( и § в /?" 
дают в зоне перекрытия два раз- 
личных отображения (а, следова- 
тельно, две системы координат). 
Соответствие между этими коор- 
динатами характеризует класс 
гладкости многообразия. 
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дено в §1.2 для дифференцируемости.) Если можно построить 
целую систему карт (называемую, вполне уместно, атласом) 
так, чтобы каждая точка многообразия М содержалась по 
крайней мере в одной окрестности и любая карта была С к - 
согласована с любой другой, с ней перекрывающейся, то мно- 
гообразие М называется С к -многообразием. Многообразия 
класса С 1 (а тем самым и класса С к при к> 1) называются 
дифференцируемыми (или гладкими) многообразиями. 



Рис. 2.3. Увеличение рис. 2.2, демонстрирующее, как перекрытие порождает 
отображение Р п в К п , являющееся композицией отображений / _1 и § (и 
обозначаемое через § 0 ( -1 ). 

Дифференцируемость многообразия позволяет снабдить 
его чрезвычайно богатой структурой: на нём можно опреде- 
лить тензоры, дифференциальные формы и производные Ли. 
Эта дифференциальная структура и будет для нас главным 
предметом изучения. Напомним, что мы не вводили понятия 
расстояния на М, поэтому у нас нет пока никаких представ- 
лений о «форме» или «кривизне» М. Мы знаем только, что 
локально оно гладкое, и именно это нужно для дальнейшего. 

В большинстве приложений мы будем иметь дело с С°°- 
многообразиями, но обычно это не так уж и необходимо. 
Иногда нам будет удобно предположить многообразие анали- 
тическим (класса С и ; функции {у 1 } — аналитические функции 
от {х‘}); как уже упоминалось в § 1.2, предполагать анали- 
тичность всюду, где только удобно, вполне в духе физиков. 
Наша точка зрения такова, что при первоначальном изучении 
этого предмета лучше наложить более жёсткие ограничения 
на многообразия, чтобы увидеть, в чём же суть дифферен- 
циальной геометрии. После того как изучающий лучше 
освоится с предметом, он может подумать о том, как можно 
было бы ослабить эти ограничения. В соответствии с такой 



Е2 СФЕРА КАК МНОГООБРАЗИЕ 


41 


точкой зрения читатель этой книги всюду должен иметь в 
виду, что все многообразия в этой книге дифференцируемы 
столько раз, сколько нужно для наших рассуждений. 


2.2. СФЕРА КАК МНОГООБРАЗИЕ 

Одним из простейших примеров многообразия, иллюстри- 
рующим важность того обстоятельства, что допускается более 
чем одна карта, служит сфера (поверхность шара). Рассмот- 
рим двумерную сферу (обозначаемую через 5 2 ) — множество 



Рис. 2.4. Маленькая окрестность точки Р на сфере $ 2 взаимно-однозначно 
отображается на круг в К 2 . 

точек в /? 3 , для которых (х 1 ) 2 + (х 2 ) 2 + (х 3 ) 2 = сопзі Каж- 
дая её точка имеет достаточно малую окрестность, допускаю- 
щую 1-1-отображение на круг в Я 2 (см. рис. 2.4). Ясно, что 



Рис. 2.5. Обычные сферические координаты задают отображение из 5 2 в 
Р 2 , “хорошее” для обыкновенных точек типа Р. А что является образом 
северного полюса’ И какую из двух указанных точек считать образом точ- 
ки <2, лежащей на меридиане ф = О? 

соответствующее отображение никоим образом не сохраняет 
длины или углы. В качестве конкретного примера такого 
отображения рассмотрим обычные сферические координаты 
Ѳ = х 1 , ф = х 2 . На первый взгляд может показаться, что вся 
сфера отображается на прямоугольник 0 ^ х 1 ^ я, 0 ^ х 2 ^ 
2я (рис. 2.5). Однако при более внимательном рассмотре- 
нии видно, что здесь что-то не так. Во-первых, отображение 
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портится в полюсе Ѳ = 0, где одна точка «отображается» в 
целую линию х'=0, 0 ^ х 2 ^ 2л. Так что в полюсе, соб- 
ственно, никакого отображения и нет. Второй трудностью 
является то, что точки, для которых ф = 0, «отображаются» 
в два различных места: х 2 = 0 и х 2 = 2я, чего опять-таки не 
должно быть для настоящего отображения. Выйти из этого 
затруднения можно, лишь ограничив координатное отображе- 
ние на открытую область 0 < х 1 < л, 0 < х 2 < 2л. Тогда оба 
полюса и соединяющая их полуокружность ср = 0 устраняют- 
ся. Поэтому нужно хотя бы два отображения, чтобы покрыть 

сферу' полностью. Второе мо- 
жет быть, скажем, другой сфе- 
рической системой координат, 
у которой меридиан ф = 0 об- 
разует часть экватора первой 
системы. Ясно, что каждая точ- 
ка на сфере лежит по крайней 
мере в одной из двух этих 
карт. Функции перекрытия, вы- 
ражающие координаты второй 
системы через координаты пер- 
вой, довольно сложны, но со- 
вершенно очевидно, что они 
аналитичны. Поэтому сфера 
является аналитическим мно- 
гообразием. 

Другим, более «хорошим» отображением сферы 5 2 на об- 
ласть в Я 2 , портящимся только в одной точке, является так 
называемая стереографическая проекция сферы на плоскость, 
изображённая в вертикальном сечении на рис. 2.6. Сфера ка- 
сается плоскости, и из полюса N на сфере, диаметрально 
противоположного точке касания, проводится прямая. Эта 
прямая пересекает сферу в точке Р, а плоскость — в точке (). 
Этим и задастся координатное отображение: Р отображается 
в (2; другими словами, координатами точки Р на сфере яв- 
ляются координаты точки С} на Р 2 . Это отображение взаимно- 
однозначно всюду, кроме ІѴ, поскольку, когда проведённая 
через N прямая делается горизонтальной (Р достигает Ы), 
точка (2 уходит на бесконечность. В каком бы направлении 
ни уходила точка (2 на бесконечность, точка Р будет стре- 
миться к N. Таким образом, N отображается на всю «беско- 
нечность», и вблизи N нужно использовать другую коорди- 
натную систему. Нет никакого координатного отображения, 
которое годилось бы для всей сферы 8 2 . Обратим внимание, 
что это обстоятельство связано только с глобальной тополо- 
гией 8 2 : всё сказанное выше справедливо и для поверхности 
кегли или бутылки, получающихся деформацией из 5 2 . На- 


N 



Рис. 2.6. Стереографическая проек- 
ция 5 5 в Р 2 . Сфера с выколотым 
северным полюсом N является от- 
крытым множеством, и это множе- 
ство отображается па всё /Р. В са- 
мой точке N отображение пере- 
стает действовать 
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против, двумерная внутренность кольца, ограниченного двумя 
концентрическими окружностями в /? 2 , может быть покрыта 
одной координатной системой. Попробуйте её найти! 


2 . 3 . ДРУГИЕ ПРИМЕРЫ МНОГООБРАЗИЙ 

Полезность понятия многообразия заключается в его общ- 
ности: многообразиями оказываются такие множества, кото- 
рые, не будь этого понятия, никому бы и в голову не пришло 
считать пространствами. По определению любое множество 
М, допускающее непрерывную параметризацию, является 
многообразием, размерность которого равна числу независи- 
мых параметров. Например: 

(i) Совокупность всех вращений твёрдого тела в трёх- 
мерном пространстве является многообразием, поскольку она 
может быть непрерывно параметризована тремя «углами 
Эйлера» (см. ОоІсЫеіп, 1950). 

(ii) Совокупность всех лоренцевых преобразований, зада- 
ваемых переходом к движущейся системе отсчета, устроена 
как трёхмерное многообразие: параметрами служат три ком- 
поненты скорости движения. 

(iii) Для N частиц величины, определяющие их положе- 
ния (ЗіѴ величин) и скорости (ЗМ величин), задают точку 
в ОЛСмерном многообразии, называемом фазовым простран- 
ством. 

(іѵ) Если задано уравнение (алгебраическое или диффе- 
ренциальное) для величины у как функции от независимой 
переменной х, то можно ввести структуру многообразия на 
множестве всех пар {у,х): каждое частное решение есть кри- 
вая на этом многообразии. Этот пример легко обобщается на 
случай произвольного числа зависимых и независимых пере- 
менных. 

(ѵ) Особенно часто встречающимся примером многооб- 
разия служит векторное пространство, определение которого 
было дано в § 1.5. (Мы рассматриваем здесь лишь векторные 
пространства над вещественными числами.) Для того чтобы 
убедиться в том, что векторное пространство является много- 
образием, построим отображение его в некоторое Я п . Пусть 
векторное пространство п-мерно, выберем в нём произволь- 
ный базис {ёи . .., ё п }- Тогда любой вектор у представляется 
в виде линейной комбинации 

у — сііёі ... 0-пёп- ( 2 . 1 ) 

Но у есть точка Ѵ\ тем самым установлено отображение из V 
в у\—>(аи а п ). На самом деле каждой точке из Я п 
отвечает при этом отображении единственный вектор из V, 
так что V не только целиком покрывается одной координат- 
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ной системой, которую мы построили, но просто совпадает 
как многообразие с Я п - На языке теории групп (§ 1.4) V и Я п 
изоморфны. Это важный результат. Он означает, что каждое 
векторное пространство можно, когда это удобно, считать 
просто пространством Я п . 

(ѵі) Разобранный выше пример (і) служит примером 
группы Ли, определение которой мы теперь в состоянии дать. 
Группа Ли О — это группа, являющаяся к тому же С°°-мно- 
гообразием, причём групповая операция должна индуциро- 
вать О’-отображение этого многообразия в себя. Это озна- 
чает следующее. Возьмём любой элемент а группы. Этот эле- 
мент индуцирует отображение О в себя, при котором любой 
элемент Ъ из О переходит в Ьа, Ь'г—^Ъа. Требуется, чтобы это 
отображение было отображением класса С°°; на координат- 
ном языке это означает, что координаты точки Ьа должны 
быть С°°-функциями от координат точки Ь. В действитель- 
ности это требование есть требование согласованности: оно 
гарантирует согласованность структуры многообразия с груп- 
повой структурой. В примере (і) совокупность всех вращений 
твёрдого тела образует группу: нетрудно показать, что её 
групповая структура согласована со структурой трёхмерного 
многообразия. (Эта группа Ли называется группой 50(3).) 
Данное определение группы Ли может показаться поначалу 
чересчур абстрактным и сухим: оно сделается более живым 
после того, как мы разберём свойства групп Ли в гл. 3. Про- 
стым примером группы Ли является Я п - Это — векторное про- 
странство (см. пример (ѵ) выше) и тем самым группа, а 
также и многообразие: фактически Я п служит простейшим 
примером группы Ли. 

2.4. О СВОЙСТВАХ МНОГООБРАЗИЙ «В ЦЕЛОМ» 

Поскольку каждое многообразие локально устроено как 
некоторое Я п , любые два многообразия одинаковой размер- 
ности (и одного класса гладкости) локально неразличимы на 
данном уровне дифференциальной геометрии. Ситуация в 
корне меняется при переходе к рассмотрению глобальных 
структур, как это видно из сопоставления 5 2 с Я 2 , проведен- 
ного в § 2.2. Следовательно, многообразия делятся на раз- 
личные классы в соответствии с их глобальными свойствами. 
Например, поверхность сферы и поверхность мелка имеют 
одинаковую глобальную структуру. Хотя ни одну из них 
нельзя отобразить на Я 2 , для каждой имеется прекрасное 
1-1-отображение на другую, как это показано на рис. 2.7. 
(Строго говоря, мелок должен иметь гладкие края для того, 
чтобы его поверхность можно было отождествить с 5 2 как 
С°°-многообразие.) Такое отображение непосредственно из 
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одною С^-многообразия М в другое N, являющееся взаимно- 
однозначным и класса О (отображение принадлежит к 
классу С°°, если координаты точки из N являются бесконечно 
дифференцируемыми функциями 
от координат точки-прообраза 
в М) и обладающее тем свой- 
ством, что его обратное тоже 
является С°°-отображением, на- 
зывается диффеоморфизмом М 
на N. Многообразия М и УѴ, для 
которых такое отображение су- 
ществует, называются диффео- 
морфными Поверхность чайной 
чашки диффеоморфна тору (по- 
верхности бублика) , поскольку 
в каждой из этих поверхностей 
есть ровно одна дырка- каждую 
из них можно гладко продефор- 
мировать в другую 

Большая часть результатов, 
излагаемых в этой книге, отно 
сится к локальной геометрии, за- 
висящей только от дифференциальной структуры Но нам 
встретятся и такие ситуации, например при изучении расслое- 
ний и интегрирования функций, где 
глобальные свойства многообразия 
весьма существенны 

2 5. КРИВЫЕ 

Для нас будут очень важны 
кривые на многообразиях. Обще- 
принятым является представление 
о кривой как о непрерывном ряде 
точек в М Нам здесь удобнее дать 
несколько иное определение- кри- 
вая — это (дифференцируемое) 
отображение открытого подмноже- 
ства из Я' в М (см рис 2 8). Та- 
ким образом, каждой точке из Я 1 
(являющейся вещественным чис- 
лом, которое мы обозначим через ^) отвечает точка 
из М, называемая точкой-образом, отвечающей значению К. 
Совокупность всех точек-образов и есть то, что понимается 
обычно под кривой, но согласно нашему определению каждой 
точке присваивается ещё некоторое значение X Ясно, что речь 
идёт о параметризованной кривой, с параметром X Поэтому 



Рис 2 8 Кривая в М — это 
отображение из М в М 
Точка Я из Р 1 переходит в 
точку Р из М Образом от 
крытого интервала с конца 
ми а и 6 в Р‘ является на 
рисованная линия в М 



Рис 2 7 Поверхносіь гладкого 
(класса С°°) цветного мелка 
можно взаимно однозначно ото- 
бразить на сферу 5 2 Представ- 
ленное на рисунке отображение 
определено глобально, а не 
только на каком нибудь куске 
поверхности Оно является диф- 
феоморфизмом (как и обрат 
ное к нему) 
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две кривые различны, даже если они имеют совпадающие об- 
разы в М, но одинаковым точкам отвечают различные значе- 
ния параметров. Как и раньше, под «дифференцируемым» мы 
понимаем такое отображение, для которого координаты то- 
чек-образов {х 1 (К), і= 1, п} являются дифференцируе- 
мыми функциями от К. 

2.6. ФУНКЦИИ НА М 

Функция на М — это правило, сопоставляющее каждой 
точке из М вещественное число (называемое значением функ- 
ции). Если некоторая область в М отображается при помощи 
гладкого координатного отображения на область в Р п , то 
функция па М превращается в функцию на Р п (см. рис. 2.9). 



Рис. 2.9. Функция / на М есть отображение из М в РК Координатное ото- 
бражение § из области V многообразия М, содержащей Р, на область 
§(19) в Р п обратимо. Составное отображение / ° §~' переводит Р п в Я 1 , 
т. е. является функцией на Р п . Это просто выражение /(Я) через коорди- 
наты точки Р. 

Если эта функция на Р п дифференцируема, то говорят,- что 
она является дифференцируемой функцией на многообразии 
М. То же можно выразить по-другому: абстрактно говоря, 
наша функция может быть записана в виде /(Р), где Р — точ- 
ка из М. Но Р задана своими координатами, так что нашу 
функцию можно записать в виде /(л: 1 ,* 2 , ..., х п ) . Если это 
выражение дифференцируемо по своим аргументам, то функ- 
ция называется дифференцируемой. Сами координаты, ко- 
нечно же, являются непрерывными и бесконечно дифферен- 
цируемыми функциями. Например, х 3 — это функция, для 
которой х 3 (Р) есть значение третьей координаты точки Р. 

Начиная с этого места мы будем избегать упоминаний о 
координатных отображениях из М в Р п , хотя и будем иногда 
упоминать о координатах (задающих эти отображения). Цель 
нашего изучения координатных отображений состояла в том, 
чтобы по возможности строго сформулировать основные по- 
нятия. Отныне нас будет больше интересовать использование 
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этих понятий для построения дифференциальной структуры 
на многообразиях, поэтому будем всюду в дальнейшем пред- 
полагать, что на рассматриваемом многообразии можно вве- 
сти координаты {х‘, і = 1, ..., п) и что любая система до- 
статочно гладких функций у‘ = у‘(х ! ), которая локально об- 
ратима (т. е. якобиан которой отличен от нуля, см. § 1.2), 
определяет допустимое преобразование к новым координатам 
{у 1 , і=1, п}. 
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Рассмотрим кривую, проходящую через точку Р многооб- 
разия М, задаваемую уравнениями х‘ = х‘ (Я) , і— 1 п. 

Далее, возьмём дифференцируемую функцию [(х 1 , ..., х п ) 
(сокращенно {(х ‘) ) на М. В каждой точке кривой определено 
значение функции /. Таким образом, на кривой возникает 
дифференцируемая функция §(І), дающая значение /, кото- 
рое та принимает в точке, отвечающей параметру Я: 

ё (Х) = {(х'(Х), ..., х"(Я) ) = /(** (Я)). 

Дифференцируя, получаем по цепному правилу 

_ V 6х ‘ д ? (о о\ 

сІЯ ~ А йЯ дхі ' 1 ' 

і 


Это равенство справедливо для любой функции д, так что 
мы можем написать 

01 = у ІЁІ Л- . (2.3) 

^ ЙЯ дх‘ ’ 


йЯ 


С точки зрения обычного векторного исчисления в эвкли- 
довом пространстве можно считать набор чисел {Ах 1 /АХ) 
компонентами некоторого вектора, касательного к кривой 
я' (Я); это легко понять из того, что {Ах 1 } — бесконечно малое 
перемещение вдоль кривой и деление его на СІЯ меняет лишь 
длину, а не направление этого перемещения. На самом деле, 
поскольку кривая берётся вместе с вполне определённым па- 
раметром, для каждой кривой однозначно определён набор 
{Ах 1 /АХ), о котором мы говорим, что это — компоненты каса- 
тельного вектора к кривой. Итак, в силу нашего определения 
кривой, каждая кривая имеет единственный касательный 
вектор. 

Разумеется, каждый вектор является касательным к бес- 
конечному числу кривых, проходящих через точку Р, и для 
этого имеются две различные причины. Во-первых, существует 
много кривых, касающихся друг друга и имеющих одинако- 
вый касательный вектор в точке Р\ во-вторых, данный путь 
(траекторию) можно перепараметризовать так, чтобы каса- 
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тельный вектор в Р не изменился. Это изображено на 
рис. 2.10. В качестве простого примера рассмотрим кривую 
х‘(Х) — Ха 1 , где числа {а 1 } — константы. Тогда если Р — точ- 
ка к — 0 , то касательный вектор имеет вид Ах 1 /АХ — а 1 . 
Другая кривая х‘ (р) = \х 2 Ь' -{- также проходит через Р 
при |і = 0 и имеет такой же касательный вектор в этой точ- 
ке, Ах‘/й[і = а 1 . Перепараметризация первой кривой х 1 — 

(а) 




Рис 2 10 (а) Две кривые с общим касательным вектором (Ь) Две кри- 
вые, совпадающие геометрически (имеющие общую траекторию), но задан- 
ные при помощи различных параметризаций Если соответствующие ото- 
бражения обозначить через 1ц и 1ц, то отображение задает связь 

параметров Яі и Я 2 Я 2 = Я 2 ( Я і ) Если с1Я 2 /с1Я| = I в Р, то в этой точке 
касательные векторы совпадают 


(р 3 + ц)а‘ даёт кривую, проходящую через те же самые точ- 
ки и имеющую в точке Р (р = 0) тот же самый касательный 
вектор Ах 1 /й р = «'. Итак, в действительности каждый вектор 
характеризует целый класс эквивалентности кривых, прохо- 
дящих через данную точку. 

Полезность термина «вектор» связана с привычностью 
этого понятия в геометрии эвклидова пространства, где век- 
торы определяются аналогично перемещениям Ах 1 . Однако 
поскольку на многообразии понятие расстояния между точ- 
ками вовсе не обязано быть определённым, необходимо дать 
определение вектора, основанное только на рассмотрении ин- 
финитезимальных окрестностей точек М. Пусть а и Ь — про- 
извольные два числа и л:‘ = л:‘(р) — другая кривая, проходя- 
щая через точку Р. Тогда в этой точке мы будем иметь 


и 


б V"» йх 1 д 

фі і у-< ё|А дх { 




сі И Л __а_ 
<ф / дх 1 
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Итак, числа {аАх 1 /А%-{- ЬАх 1 /й\і} являются компонентами но- 
вого вектора, который, конечно же, касается некоторой кри- 
вой, проходящей через точку Р. Следовательно, должна су- 
ществовать кривая с параметром, скажем, ф, такая что в 
точке Р 

Л-=у( а ^ + ь^-)Щ. 

<іф “ V ЙА <4(х ) дх 1 

Сопоставляя полученные результаты, заключаем, что в точ- 
ке Р 

. <3 , , <і сі 

а сІЯ. ‘ сіц сіф 

Следовательно, операторы дифференцирования вдоль кривых 
(типа <!/<&) образуют векторное пространство в точке Р *>. 
В каждой системе координат имеются специальные кривые, 
а именно сами координатные линии. Ясно, что операторы 
дифференцирования вдоль этих кривых суть просто д/дх‘ и 
соотношение (2.3) показывает, что каждый оператор 6/сІА 
может быть представлен в виде линейной комбинации част- 
ных производных д/дх‘. Поэтому система {д/дх 1 } образует 
базис указанного векторного пространства. Из равенства (2.3) 
вытекает, что вектор <і/<іА имеет в этом базисе компоненты 
{ск‘/сЩ. Мы получаем, следовательно, замечательный ре- 
зультат: пространство всех касательных векторов в точке Р 
и пространство всех дифференцирований вдоль кривых, про- 
ходящих через Р, находятся во взаимно-однозначном соответ- 
ствии. По этой причине математики говорят, что сі /ПА, и есть 
касательный вектор к кривой х‘(Х). Мы будем следовать та- 
кому соглашению, так как оно обладает тремя достоинствами. 
Во-первых, оно является корректным, поскольку не привле- 
каются перемещения на конечные расстояния. Во-вторых, 
в нём нет упоминания о координатах; в частности, не исполь- 
зуются понятия типа «преобразуется так же, как . . .». 
В-третьих, производная — это своего рода «движение» вдоль 
кривой, порождаемое касательным вектором: такое соедине- 
ние понятия анализа — производной с понятием геометрии — 
вектором имеет далеко идущие последствия. 

Можно по-прежнему представлять себе наглядно вектор 
как стрелку, касающуюся кривой, поскольку компоненты его 
в точности те же самые. Теперь, однако, нужно иметь в виду, 
что складывать можно лишь векторы, торчащие из одной 


]) Надо, конечно, убедиться в том, что для этих производных выпол- 
няются и другие аксиомы векторного пространства (см. § 1.5); но лишь 
проверка замкнутости относительно взятия линейных комбинаций является 
не совсем тривиальной. 
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точки. Векторы, торчащие из разных точек, не имеют ника- 
кого отношения друг к другу. Касательные векторы лежат 
не в М, а в касательном пространстве к М в точке Р, которое 
обозначается через Т Р . Для привычных многообразий, таких 
как поверхность сферы, определённое выше касательное про- 
странство совпадает, как легко видеть, с касательной пло- 
скостью к сфере в данной точке. Для более абстрактных мно- 
гообразий такое наглядное представление получить труднее. 

Мы будем использовать термин вектор для вектора, тор- 
чащего в данной точке Р многообразия М. Термин векторное 
поле будет обозначать правило, задающее вектор в каждой 
точке М. 

2.8. БАЗИСНЫЕ ВЕКТОРЫ И БАЗИСНЫЕ ВЕКТОРНЫЕ ПОЛЯ • 

Для любой точки Р пространство Т Р является векторным 
пространством той же размерности п, что и само многообра- 
зие. Любая совокупность п линейно-независимых векторов в 
Т Р образует базис в Т Р . Выбирая тот или иной базис в каж- 
дом Т Р для всех точек Р из М, мы получаем базисные век- 
торные поля. Если в окрестности V точки Р задана система 
координат {х‘}, то в каждой точке из V определён коорди- 
натный базис {д/дх 1 }. 

Но вовсе не обязательно работать с координатным бази- 
сом — векторы можно записывать и по отношению к произ- 
вольному базису { ёі }. Здесь индекс і используется для нуме- 
рации базисных векторов. Он не обозначает компоненту чего- 
либо. В точке Р произвольный вектор V может быть записан 
в виде 



Числа {Е‘} являются компонентами вектора V относи- 
тельно базиса {д/дх‘}. Числа {V 1 }— компоненты V отно- 
сительно {ёі } ; они связаны с V 1 согласно обычному закону 
преобразования векторов, о чём ещё пойдет речь ниже. Если 
V и базисы { д/дх ‘} и {ё,} рассматриваются как векторные 
поля, то компоненты {V 1 } и {Ѵ г } поля V являются функ- 
циями на М. Векторное поле называется дифференцируемым, 
если эти функции дифференцируемы. 

Мы неявно предположили выше, что векторы {д/дх 1 } для 
произвольной координатной системы линейно-независимы в 
каждой точке Р из II. Какие у нас соображения в пользу 
этого? Покажем, что это есть в точности условие того, что 
координаты являются хорошими в точке Р, т. е. дают 
1-1 -отображение некоторой окрестности II точки Р на соот- 
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ветствующую область V в К п . Рассмотрим какую-нибудь хо- 
рошую систему координат на II, скажем { у ', і — 1, гі). 
Тогда отображение из {(х 1 , .... х' 1 )} в V может быть запи- 
сано в виде 

у! = уі(х\ х п ) , / = 1, п. 

По теореме об обратной функции (§ 1.2) это отображение 
взаимно-однозначно, если и только если матрица Якоби 
дуі/дх ‘ невырожденна. Это означает, что в каждой точке из 
II векторы с компонентами (ду'/дх 1 , ду 2 /дх\ . .., ду п /дх х ), 

(ду'дх 2 , ду 2 /дх 2 , ду п /дх 2 , (ду' /дх п ,ду 2 /дх п , ду п /дх п ) 

линейно-независимы. Но это как раз и есть компоненты век- 
торов {д/дх 1 , і — 1, ..., п} относительно координатного ба- 
зиса для системы координат {] У поскольку, согласно цеп- 
ному правилу, 

_д__ ду/_ _д_ дуІЛ , . ду п д 

дх 1 дх 1 ду 1 дх 1 ду 2 ' * • • у х і дуі 

и аналогично для остальных х‘. Итак, действительно, система 
{х 1 } координат в окрестности Ѵ является хорошей, если и 
только если {д/дх 1 } образуют базис пространства касатель- 
ных векторов для каждой точки из II. Советуем читателю 
рассмотреть базисные векторы, отвечающие сферическим ко- 
ординатам на сфере, и разобраться в том, как портится этот 
базис в полюсах. 

2 . 9 . РАССЛОЕННЫЕ ПРОСТРАНСТВА 

Очень интересное многообразие получится, если объеди- 
нить многообразие М с совокупностью всех его касательных 
пространств Т Р . Это проиллюстрировано на рис. 2.11 для 
простейшего случая: одномерное многообразие М (кривая) 
и его касательные пространства (касательные к кривой в 
каждой её точке). В части (а) рисунка изображены кривая 
и несколько касательных пространств: это прямые, касаю- 
щиеся кривой, причём каждая мыслится неограниченно про- 
долженной в обе стороны, с тем чтобы векторы могли иметь 
произвольную длину в каждой точке. Но если бы всё это 
было нарисовано, то рисунок оказался бы неразборчивым, 
поскольку различные касательные беспорядочно пересекали 
бы друг друга и кривую М; эти случайные пересечения не 
имеют никакого значения. Лучше изобразить всё так, как по- 
казано в части (Ь), где касательные пространства располо- 
жены параллельно: они не пересекают друг друга и пересе- 
кают М только в той точке, к которой они относятся. К сожа- 
лению, этот рисунок не отражает того, что каждое Т Р «ка- 
сается» кривой: это та цена, которую приходится платить за 
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ясность рисунка. Каждая точка вертикальной прямой Т Р 
представляет вектор, имеющий данную длину и касающийся 
М в точке Р. Глядя на рис. 2.1 і (Ь), можно сделать ещё одно 
наблюдение: каждая точка изображённой фигуры (двумерного 
многообразия) является точкой одного и только одного каса- 
тельного к М пространства, скажем Т к для точки Р из М. 
Канадой точке фигуры отвечает один и только один вектор в 
одной и только одной точке из М. Это наводит на мысль опре- 
делить навое многообразие ТМ, состоящее из всех касатель- 
ных векторов во всех точках: в рассматриваемом случае это 



Рис. 2.11. (а) Одномерное многообразие и некоторые из его касательных 
пространств. (Ь) То же самое, но касательные пространства нарисованы 
параллельными друг другу, с тем чтобы исключить несущественные, слу- 
чайные пересечения. 

многообразие двумерно. Оно называется расслоенным про- 
странством (или просто расслоением ); его слоями являются 
пространства Т Р для всех Р. Использование термина «слой» 
объясняется картинками типа рис. 2.11 (Ь). Для того чтобы 
убедиться в двумерности ТМ, построим систему координат 
для небольшого куска этого пространства. Пусть одномерное 
многообразие М имеет координату х\ выберем координаты в 
касательных пространствах, отвечающих точкам из М, лежа- 
щим в интервале а < х -< Ь, для некоторых а и Ь , предпола- 
гая, что сама координата х является в этом интервале «хоро- 
шей». (Смысл такого предположения станет ясен из § 2.11 
ниже.) Любой касательный вектор V в любой точке Р может 
быть записан в виде 

Г — уд/дх, (2.4) 

так что компонента у является координатой для Т Р (см. 
(2.1)). Ясно, что она будет хорошей координатой на всём 
слое Т Р . Поскольку каждый слой отвечает фиксированному 
значению х, координаты (х, у) однозначно определяют каса- 
тельный вектор (у) и точку, к которой он относится (х). По- 
скольку каждая точка расслоенного пространства должна, 
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по определению, лежать в некоторой области рассмотренного 
вида, то мы доказали, что ТМ является многообразием. Ясно, 
что эта конструкция легко переносится на касательные рас- 
слоения для многомерных многообразий. Координаты типа 
описанных выше, где координаты для Т Р определяются коор- 
динатами на М в окрестности Р при помощи разложения 
вектора по базису (2.4), называются естественными коорди- 
натами для ТМ. 

Далее, кривая в рассматриваемом расслоенном простран- 
стве, изображённая штриховой линией на рис. 2.12, задаёт 



Рис. 2.12. Сечение (штриховая линия) расслоенного пространства ТМ над 
одномерным многообразием М (жирная линия). 

некоторый вектор в каждой точке из М, поэтому такая кри- 
вая определяет векторное поле на М. Такая кривая назы- 
вается сечением ТМ. Ясно, что, вообще говоря, не имеет 
никакого смысла говорить о длине такой кривой, так что мы 
имеем здесь пример многообразия, для которого не прихо- 
дится утруждать себя определением в нём метрики. 

В общем случае расслоенное пространство состоит из мно- 
гообразия, называемого базой (в разобранном случае это 
была кривая М), и слоя, заданного для каждой точки базы. 
Если база л-мерна, а каждый слой лг-мерен, то размерность 
расслоенного пространства равна т + п. Это многообразия 
особого рода, обладающие свойством разложимости на слои: 
точки одного слоя связаны друг с другом, а точки разных 
слоёв нет. Эта ситуация формализуется введением понятия 
проекции я, отображающей каждую точку слоя в ту точку 
базы, к которой «подвязан» данный слой. На произвольном 
многообразии такой проекции определить нельзя. В следую- 
щем параграфе мы приведём много примеров многообразий, 
являющихся расслоенными пространствами. 

2.10. ПРИМЕРЫ РАССЛОЕННЫХ ПРОСТРАНСТВ 

(і) Рассмотренное выше расслоенное пространство ТМ, 
состоящее из многообразия и его касательных пространств, 
называется касательным расслоением (или касательным пуч- 
ком). Это — один из важнейших для физики примеров аб- 
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страктных многообразий. Для п-мерного многообразия М 
расслоение ТМ имеет размерность 2 п. 

(ii) Дальше в этой главе мы перейдём от случая вектор- 
ных полей к более общему случаю тензорных полей. Каж- 
дому типу тензоров отвечают соответствующие расслоения 
над гладкими многообразиями. 

(iii) Слои не обязаны быть связанными с гладкой струк- 
турой на базе. Рассмотрим «внутренние» степени свободы, 
описывающие состояние элементарной частицы, такие как 

изоспин. Расслоение, слои которого 



Рис. 2 13 Естественная 
структура расслоения нью- 
тонова (галилеева) про- 
странства-времени, слои ко- 
торого определяются фикса- 
цией единого мирового вре- 


являются изоспиновыми простран- 
ствами, а база — пространством- 
временем, может описывать как по- 
ложение (х, у, г, I) частицы в про- 
странстве-времени, так и её внут- 
реннее состояние (изоспин). 

(іѵ) С точки зрения ньютоновой 
физики пространство-время есте- 
ственно наделено структурой рас- 
слоенного пространства. Для Нью- 
тона и Галилея время было абсо- 
лютным: каждый может опреде- 
лить, являются два данных собы- 


мени. 


тия одновременными или нет, неза- 


висимо от того, где они происхо- 
дят. Мы можем, следовательно, построить расслоение, базой 
которого является (время), а слоем — Д 3 (пространство). 
Это изображено на рис. 2.13. Между точками различных 
слоёв (точками пространства в разные моменты времени) 
нет никакой естественной связи, поскольку в ньютоновой фи- 
зике нет абсолютного пространства: два различных наблюда- 


теля, движущихся друг относительно друга, имеют различ- 


ные точки зрения на то, какие точки пространства являются 
неподвижными. Поэтому естественной структуры расслоения 
с базой нет, а есть только расслоение с базой /?*. Один из 
эффектов эйнштейновской теории относительности — разру- 
шение этой структуры расслоения и замена её другой струк- 
турой — метрической (см. § 2.31 ниже). 


2.11. БОЛЕЕ ГЛУБОКИЙ ВЗГЛЯД НА РАССЛОЕННЫЕ 
ПРОСТРАНСТВА 

В теории расслоенных пространств имеются два связан- 
ных друг с другом аспекта, которые нам предстоит рассмот- 
реть, с тем чтобы по-настоящему оценить богатство и Полез- 
ность понятия расслоения. Это их глобальные свойства и 
применение групп для их построения. 
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Чтобы лучше разобраться с глобальными свойствами рас- 
слоенных пространств, определим сперва более простое поня- 
тие прямого произведения. Любым двум пространствам М и 
N можно сопоставить их прямое (декартово) произведение 
М X состоящее из всех упорядоченных пар (а, Ъ) с а из 
М и Ъ из N. Например, Я 2 есть прямое произведение Я 1 ХР 1 - 
Если М и N — многообразия, то М X. N также, очевидно, бу- 
дет многообразием: координаты {х‘, і— 1, ..., т } для от- 
крытой области II в М вместе с координатами {у‘, і — 1, ... 

. . . , п) для открытой области V в N дают набор т + п коорди- 
нат для открытой области II XV в МХ^Ѵ. Из приведённой 
выше конструкции расслоенных пространств ясно, что по край- 
ней мере локально они являются прямыми произведениями ви- 
да С/ХЕ где V — открытое множество базы В, а Р представ- 
ляет собой типичный слой (все слои тождественны Р). На са- 
мом деле это свойство — часть определения расслоенного про- 
странства; оно называется локальной тривиальностью рас- 
слоения (расслоение сводится к прямому произведению, если 
ограничиться рассмотрением достаточно малой области базы 
В). Интересен вопрос, является ли данное расслоение гло- 
бально тривиальным, т. е. может ли всё пространство рас- 
слоения в целом быть представлено в виде прямого произ- 
ведения В X Р. 

Обычно ответ оказывается отрицательным; мы приведём 
два примера, иллюстрирующих и смысл вопроса, и смысл от- 
вета. 

(i) Рассмотрим Т8 2 , касательное расслоение для двумер- 
ной сферы 8 2 . Если бы оно было глобально тривиальным, то 
существовало бы С°°-отображенне (диффеоморфизм) Т5 2 на 
8 2 X К 2 , ибо типичным слоем является Я 2 , касательная пло- 
скость. Рассмотрим множество точек_в 8 2 ХР 2 вида (Р, V), 
где Р — произвольная точка из 5 2 , а V — некоторый фиксиро- 
ванный вектор из Я 2 . Тогда прообраз этого множества дал 
бы ненулевое сечение Т8 2 , т. е. С^-векторное поле на 5-, 
нигде не обращающееся в нуль. Но такого поля на 8 2 нет 
Эго — следствие знаменитой (и трудной) теоремы о непод 
важной точке на сфере, согласно которой любое 1-1-отобра^- 
жение (диффеоморфизм) 5 2 на себя имеет на 5 2 по крайней 
мере одну неподвижную точку. Нигде не обращающееся в 
нуль векторное поле давало бы отображение без неподвиж- 
ных точек, как будет объяснено ниже в § 3.1. Поэтому Т8 2 
в целом не является прямым произведением. Это пример, 
в котором расслоение нетривиально в силу свойств тополо- 
гии базы (5 2 ). 

(ii) Наш второй пример показывает, что нетривиальное 
расслоение можно построить даже на базе, допускающей три- 
виальное расслоение. Рассмотрим Т8 1 , касательное расслое- 
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ние для окружности 5 1 . В отличие от 5 2 окружность допу- 
скает непрерывное нигде не обращающееся в нуль векторное 
поле, и Т5 1 является прямым произведением 5 1 X Я, как вид- 
но из рис. 2.14. Это просто глобальный вариант локальной 
картинки, изображенной на рис. 2.11 (Ь). Представим теперь, 



Рис. 2.14. Расслоение 
ТЗ 1 тривиально — пред- 
ставимо в виде прямого 
произведения окружно- 
сти 5 1 на типичный слой 
К [ (нарисованный верти- 
кально). Ср. с рис. 2.1 1 
(Ь). 



Рис. 2.15. Расслоение ТЗ', раз- 
резанное вдоль одного слоя и 
развёрнутое на плоскость. 
Слои простираются бесконечно 
далеко вверх и вниз. 


что мы разрезали окружность в точке Р на рис. 2.14 и «раз- 
вернули» расслоение на плоскость, как показано на рис. 2.15. 
Чтобы по рис. 2.15 восстановить рис. 2.14, нужно просто 

отождествить точку а с точкой 
а', Р с Р', Ь с Ь' и т. д. Но мы 
можем «склеить» расслоение по- 
другому и получить лист Мёбиу- 
са: отождествляем а с Ъ', Р с Р', 
Ь с а’ и т. д. Такая склейка за- 



Рис. 2.16. Вариант расслоения с 
теми же базой и слоем, что и у 
ТЗ *, отвечающий листу Мёбиу- 
са; слой переворачивается 
«вверх ногами» при обходе ок- 
ружности. Локально здесь всё 
устроено так же, как и на рис. 
2.1 1 (Ь). 


кручивает нашу полоску, которая 
теперь будет выглядеть, пример- 
но как на рис. 2.16. Локально 
она по-прежнему устроена, как 
на рис. 2.11 (Ь); действительно, 
расслоение над каждым связным 
открытым собственным подмно- 
жеством в 5 1 («собственным» 


означает «не совпадающим с 5‘») допускает непрерывное 
1-1-отображение на некоторую часть рис. 2.14. Обойдя лист 
Мёбиуса вокруг, мы убеждаемся, что не существует непре- 
рывного 1-1-отображения всего первого расслоения на вто- 
рое. Поэтому лист Мёбиуса не является прямым произведе- 
нием, и второе расслоение нетривиально. Конструкции нетри- 
виальные расслоений используются в современной физике 
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элементарных частиц для определения так называемых «ин- 
стантонов». 

Пример листа Мёбиуса весьма поучителен: из него видно, 
что недостаточно просто указать базу и слой, для того чтобы 
задать расслоение, поскольку расслоение может определять- 
ся своими базой и слоем неоднозначно. Требуется более точ- 
ное определение расслоения, и здесь на помощь приходят 
группы. Различие между двумя указанными выше расслое- 
ниями над 5 1 — в так называемой структурной группе рас- 
слоения. Чтобы сформулировать полное определение рас- 
слоенного пространства в компактном виде, нам потребуется 
понятие гомеоморфизма ; это просто 1-1-отображение одного 
пространства на другое, непрерывное и имеющее непрерыв- 
ное обратное б. (По поводу терминологии теории отображе- 
ний см. § 1.2.) Мы определяем расслоенное пространство как 
пространство Е, для которого заданы следующие объекты: 
многообразие В, называемое базой, проекция л: Е->~В, ти- 
пичный слой Р, структурная группа О гомеоморфизмов р на 
себя и семейство {II,} открытых множеств, покрывающее В 
(т. е. семейство открытых множеств, объединение которых 
есть В), причём должны выполняться следующие требования. 

(i) Локально расслоение является тривиальным; это озна- 
чает, что расслоение над каждым множеством I! . (т. е. 
я -1 (17/)) допускает гомеоморфизм на прямое произведение 
V / X Р- Мы уже говорили об этом выше. Частью этого гомео- 
морфизма является гомеоморфизм каждого слоя л~ 1 {х) , где 
х — элемент базы В, на Р. Обозначим его через Л/(х), указы- 
вая тем самым не только точку х, над которой «висит» слой, 
но также и индекс /, нумерующий окрестность 17/, содержа- 
щую х. 

(ii) Если точка х содержится в области перекрытия ок- 
рестностей 11 і и II и, то возникают два гомеоморфизма Л/(х) 
и Ни{х) слоя над точкой х на Р. Поскольку гомеоморфизмы 
обратимы, отображение /г/(х) о /г& 1 (х) является гомеоморфиз- 
мом Р на Р. Требуется, чтобы он принадлежал структурной 
группе О. 

Последнее требование содержит информацию о глобаль- 
ной структуре расслоенного пространства. Чтобы увидеть, 
как это работает, дадим полное определение расслоения Т5 1 
(допускающее непосредственное обобщение на случай рас- 
слоения ТМ для любого М). Расслоение Р — Т5 1 имеет базу 
В = 5 1 , типичный слой Р — Я 1 и проекцию я: (х, п)і— >х, где 
х — точка из 5 1 и ѵ — вектор из Т х . В качестве открытого 


Гомеоморфизм — это диффеоморфизм без требований дифференци- 
руемости. Для большинства физически интересных расслоений можно все 
гомеоморфизмы считать диффеоморфизмами. 
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покрытия {II,} можно взять любой атлас на 5 1 . Типичное 
семейство {II/} изображено на рис. 2.17. Каждое I) , имеет 
«систему» координат, т. е. параметризацию 5 1 , которую мы 
обозначим через Я/. Вектор А/ А к, в точке х из Н/ является 
базисом для Т х , так что каждый вектор ѵ из Т х представ- 
ляется в виде аи)А/Ак, для некоторого фиксированного /, где 
а„) — вещественное число. Это не что иное, как соотношение 
(2.4). Гомеоморфизмы слоя Т х на /?, входящие в определение 

Т5 1 , пусть по определению имеют 
вид Л,- (х) : Если х содер- 

жится в двух окрестностях V, и 
І1 к , то имеются два таких гомео- 
морфизма Т х на Р, и, поскольку 
Я/ и кк никак не связаны между 
собой, а*,) и а ( *) могут быть дву- 
мя любыми ненулевыми веще- 
ственными числами. Гомеомор- 
физм к,(х) о Нк Х (х): Р-+Р дей- 
ствует так: а(й)Ь->«(/) и, значит, 
является умножением на число 
г, к = <Хф/аь- Поскольку г ік мо- 
жет быть любым ненулевым ве- 
щественным числом, структурной группой здесь служит 
/?'\ {0} — группа относительно умножения (фактически груп- 
па Ли). Отметим, что для общего «-мерного многообразия М 
структурная группа расслоения ТМ есть совокупность всех 
«X л-матрип с ненулевым определителем; эта группа обо- 
значается через СЬ(п,Р). Мы изучим её свойства в гл. 3. 

Итак, Т5 1 определено. Но как оно выглядит? Можно вы- 
брать координаты к, таким образом, что любые две из них, 
скажем Я/ и Я*, возрастали на обшей части окрестностей И/ 
и Ѵ к в одном направлении. (Мы выражаем этот факт, го- 
воря, что 5 1 ориентируемо, см. § 4.7.) При таком выборе ко- 
ординатных окрестностей все «числа перекрытия» г, к будут, 
как легко видеть, положительными, и структурная группа 
сведётся к Р + , группе положительных вещественных- чисел 
по умножению. Более того, можно добиться, чтобы 
Акі/Акк = 1 в каждой области перекрытия. Тогда группа све- 
дётся просто к 1 — к одному единичному элементу. Последняя 
структурная группа тривиальна, тривиальна и структура рас- 
слоения. Это и есть расслоение, изображённое на рис. 2.14. 

Для того чтобы описать структуру листа Мёбиуса, нужно 
использовать другие отображения ііі(х), причём следует быть 
внимательным, чтобы не «перепутать» это расслоение с каса- 
тельным. Простейшая возможность — воспользоваться семей- 
ством {11,-, /= 1, ..., 8}, изображённым на рис. 2.17, и поло- 
жить п 2 ==1, г 2 з — 1> .... г 78 =1. Но теперь закрученность 



Рис. 2.17. Совокупность откры- 
тых множеств в 5 1 , покрываю- 
щая 5 1 . Гранины этих мно- 
жеств указаны скобками. Мно- 
жество {] і имеет перекрытие с 
ІІ 2 , Рі с V з и так далее вплоть 
до Г/ 3 , имеющего перекрытие 
с Д. 
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листа Мёбиуса вынуждает нас положить г$і = — 1. Струк- 
турная группа состоит из двух элементов {1, — 1} с умноже- 
нием в качестве групповой операции. Можно выбрать числа 
Г] к и по-другому, но уменьшить структурную группу невоз- 
можно. 

Касательное расслоение 7\5>’ имеет своей структурной 
группой Д'\ {0}— почти что типичный слой. Расслоение ре- 
перов на произвольном многообразии М — это расслоение, 
у которого та же структурная группа, что и у ТМ, а слоем 
является множество всех базисов в касательном пространстве 
(т. е. в Р п ). Для одномерного многообразия типа 5 1 это есть 
множество всех ненулевых векторов, совпадающее с /?*\{0}. 
Так что слои расслоения реперов на •$' гомеоморфны его 
структурной группе; это верно для всех расслоений реперов. 
Такие расслоения называются главными расслоенными про- 
странствами. 


2.12. ВЕКТОРНЫЕ ПОЛЯ И ИНТЕГРАЛЬНЫЕ КРИВЫЕ 


Как было определено в § 2.7, векторное поле — это пра- 
вило, задающее вектор в каждой точке многообразия М. 
В каждой точке — своё касательное пространство, так что 
векторное поле «выбирает» по одному вектору из каждого 
такого пространства. Далее, для каждой кривой в каждой её 
точке определён касательный вектор, и возникает естествен- 
ный вопрос, нельзя лч, обратно, для заданного векторного 
поля найти кривую, начинающуюся в заданной точке Р, ка- 
сательный вектор к которой в каждой сё точке принадлежит 
векторному полю? Для векторных полей класса С 1 ответ по- 
ложителен; такие кривые называются интегральными кри- 
выми векторного поля. Доказательство состоит в следующем. 
Пусть Ѵ‘(Р ) — компоненты рассматриваемого векторного 
поля (это функции от Р) . В некоторой координатной системе 
{х 1 } мы имеем Ѵ‘(Р) — ѵ‘(хі). То что это поле касается кри- 
вой с параметром а, означает, что 


(\Х‘ 


= ѵ 1 (х 1 ). 


(2.5) 


Мы получаем для х‘(Х) систему обыкновенных дифференци- 
альных уравнений первого порядка, у которой всегда суще- 
ствует единственное решение в некоторой окрестности на- 
чальной точки Р. (Теорема существования и единственное ги 
для обыкновенных дифференциальных уравнений доказана в 
большинстве руководств по дифференциальным уравнениям, 
например в книге СІ^иеІ-ВгиЬаі, Ое\Ѵііі-Могеііе & О і і 1 а г сЗ — 
Віеіск (1977) (см. библиографию в конце главы). Два при- 
мера векторных полей представлены на рис. 2.18. 
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Отметим, что различные интегральные кривые могут пере- 
секаться лишь в таких точках, где Ѵ‘ — 0 для всех і, в силу 
единственности решения для системы (2.5). Поскольку через 
каждую точку Р проходит некоторая интегральная кривая 
(она получается решением системы (2.5) с начальным усло- 
вием в точке Р), интегральные кривые «заполняют» всё М. 
Например, если М трёхмерно, то на нём любое векторное поле 




Рис. 2.18. Интегральные кривые для двух векторных полей на (а) V — 
— хд/ду — уд/дх\ (Ь) V = ( х + у /г) д/ду — (у — х/г) д/дх, где г = (х г + 
+ У 2 У' 2 . 


задаёт двумерное семейство интегральных кривых, покры- 
вающих всё М (за исключением, быть может, точек, где 
Ѵ‘ = 0 для всех і). Такое заполняющее многообразие мно- 
жество кривых называется конгруэнцией. Отметим, между 
прочим, что это множество кривых обычно само можно рас- 
сматривать как многообразие. 

2.13. ЭКСПОНЕНТА ОТ ОПЕРАТОРА й/й% 

Введём понятие, которое окажется полезным для после- 
дующих вычислений. Пусть задано аналитическое многооб- 
разие (класса О), и пусть координаты х‘(Я) точек каждой 
из интегральных кривых поля У = й/йХ являются аналити- 
ческими функциями от X. Тогда координаты точек, отвечаю- 
щих значениям параметра Ко и Я 0 + е, связаны между собой 
при помощи ряда Тэйлора: 

^(А 0 -ф8) = А' г (Яо) + е(^ г ) Хо + ^-е 2 (-^р-) + ... 

= ( 1 + е зг + т е2 ^+-*-)- ,; ‘1 =ех р[ е 1-] хг 1’ (2 ’ 6 > 

где обозначение с «ехр» является очевидным и удобным со- 
кращением для «дифференциального оператора», который, 
будучи применен к х‘(Х), даёт, после подстановки К — Я 0 , ряд 
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Тэйлора. Этот оператор называется экспонентой от оператора 
гй/йХ. Оператор есі/ «IX. представляет бесконечно малое дви- 
жение вдоль интегральной кривой, а его экспонента даёт ко- 
нечное движение. Мы будем использовать на равных обозна- 
чения 

ехр (еб/бЯ) = е ы/йх — 


2.14. СКОБКИ ЛИ И НЕКООРДИНАТНЫЕ БАЗИСЫ 


Если задана какая-нибудь координатная система х‘, то 
часто бывает удобно выбирать {д/дх‘} в качестве базисных 
векторных полей. Однако в качестве базиса можно брать лю- 
бое линейно-независимое семейство векторных полей: нетруд- 
но понять, что не все они происходят из каких-либо систем 
координат. Дело в том, что операторы д/дх' и д/дх’ комму- 
тируют при всех і, у, а два произвольных векторных поля, 
вообще говоря, не коммутируют: если V — б/бЯ, и Ш = б/бр, 
то 


(1 сі 
АХ сір 


+ 2 > 

1 


±±=, Уѵ~ 

сір, (іЯ Аи 
} 


ІГ — 

дх> 


~ Ѵ‘ — 

дхі дх 1 


і, } 


/а о 


\дх‘ дх 1 

дхі дх 1 ) 


, д_ _ у ^ дѴ‘ д 

дх 1 дх* д х і д х ‘ 

«. 1 




= V (V — , , 

\ дх 1 дх‘Удх> 


( 2 . 7 ) 


І, / 


(последняя строчка получается из предпоследней переобозна- 
чением индексов суммирования во второй сумме предпослед- 
ней строчки). Таким образом, 

* ГА. ±]^±±_±± /п в\ 

Ыя, ’ сір ] (ІЯ, бр бр 6Я. 


является векторным полем, вообще говоря ненулевым. Если 
б/бЯ. и б/бр служат элементами некоторого базиса, то их 
нельзя представить в виде дифференцирований по каким-либо 
координатам. Такой базис является некоординатным. 

Важно уяснить себе, что это различие между координат- 
ным и некоординатным базисами проявляется, лишь если 
рассматривать некоторую область многообразия, а не одну 
отдельную точку. Оно определяется производными от компо- 
нент векторов, а не только значениями в данной точке. Таким 
образом, различие в свойствах координатных и некоординат- 
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ных базисов имеет значение, только когда мы имеем дело с 
областями многообразия, и несущественно в задачах, где рас- 
сматривается лишь касательное пространство Т Р в одной 
точке Р. 

Упражнение 2.1. Показать, что «единичные» базисные 
векторные поля для полярных координат на эвклидовой 
плоскости, определяемые формулами 

г — созѲх + зіпѲу, 

0 — — зіпѲх + созѲу, 

где х = д/дх и у = д/ду, образуют некоординатный базис. 

Коммутатор [б/бА,, б/бц] называется скобкой Ли 1) полей 
V и Ш. Дадим её геометрическую интерпретацию. 

На рис. 2.19 изображена типичная координатная сетка на 

двумерном многообразии. За- 
метим, что по определению х 1 
постоянно вдоль линий х 2 , яв- 
ляющихся интегральными кри- 
выми поля д/дх 2 . Именно по- 
этому поля д/дх 1 и д/дх 2 и 
коммутируют: каждое из них 
является дифференцированием 
вдоль линий, на которых дру- 
гая координата фиксирована. 
Рассмотрим теперь два произ- 
вольных векторных поля V = 
= б/бА. и б/бр, интеграль- 
ные кривые которых изображе- 
ны на рис. 2.20. Интегральная кривая поля Ш не обязательно 
будет кривой, на которой А, постоянно, и наоборот. Дифферен- 
цирование б/бр не является дифференцированием при по- 
стоянном X, поэтому А/АХ и б/бр не коммутируют. Хотя кри- 
вые полей V и Ш выглядят как координатные, их параметри- 
зация не такая, как в координатной системе. И даже то, что 
они выглядят как координатные, есть лишь специфика раз- 
мерности два: в трёхмерной ситуации может случиться, что 
кривая (1) пересекает кривые (а) и (|3), а кривая (2) пере- 
секает только (а) . 


’> И скобки Ли, и группы Ли обязаны своим названием одному и то- 
му же человеку — Софусу Ли, великому математику конца 19-го века. 
Скобки Ли, как будет видно дальше, являются частным случаем произ- 
водных Ли. Читатель, знакомый с теорией групп Ли, узнает в определе- 
нии скобки Ли определение коммутатора векторных полей б/бА и 0/бр, 
являющихся генераторами некоторой группы Ли преобразований. Мы об- 
судим эту связь в гл. 3. 



Рис. 2.19. Типичная координатная 
сетка па двумерном многообразии. 
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Для вектора [V, \Ѵ] можно дать геометрическую картинку 
(рис. 2.21). Отправляясь от точки Р, сдвинемся на АХ = е 
вдоль интегральной кривой поля V, проходящей через Р; за- 
тем сдвинемся на Др = е вдоль интегральной кривой поля \Ѵ. 



Рис. 2.20. Типичные интегральные кривые для двух векторных полей на 
двумерном многообразии. 

Пусть мы попадём в точку А. Начиная снова из точки Р и 
сдвигаясь сначала на Ар = е, а затем на АЛ = е, мы придём 



Рис. 2.21. Геометрическая интерпретация скобки Ли [V, Щ как “меры не- 
замкнутости” параллелограмма, стороны которого отвечают_равным прира- 
щениям параметров вдоль интегральных кривых полей V и ѴУ. 

в некоторую точку_В ф А. Покажем, что вектор, идущий из 
А в В, есть г 2 [Ѵ, Щ с точностью до членов более высокого 
порядка по е. 

Удобнее всего использовать введённый выше экспоненци- 
альный оператор. Ясно, что 

х * (Я) = ехр [е ^-]х 1 | р , 

*'М)=ех р[ е А]ехр[е^]* г | р . (2.9) 

Аналогично путь, идущий в точку В из точки Р, даёт 
хДВ) = ехр[е^]ех Р [е| г ]^| р 


( 2 . 10 ) 
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Поэтому разность координат точек А и В равна 

х 1 (В) — х‘ (А) = [е гй/й1 , е еа/а в]лД Р ; (2.11) 

справа стоит в точности коммутатор экспоненциальных опе- 
раторов. Переходя к разложениям Тэйлора, получаем 

И' а \ е^\ = [і + е^ + уе 2 ^ + 0 (в 3 ) , 

1 + 8 аіг + д б2 |? + 0(е3) ] 

= 82 [йг>Й + °И. 


т. е. 


х‘(В) — х‘(А)= е 2 [7, Щх'\р + О (в 3 ). (2.12) 

Это — 1-я компонента скобки Ли: равенство (2.12) подтвер- 
ждает справедливость нашей геометрической картинки для 
скобки Ли. 

Упражнение 2.2. (а) Используя равенство (2.6), докажите 
формулу (2.12). 

(Ь) Докажите, что 

ехр[аб/бЯ, + 6б/бц] = ехр[аб/б?„] ехр [Ъсі/ бр] (2.13) 

при всех а и Ь, если и только если [б/бЛ., б/бр] = 0. 

Упражнение 2.3. Докажите, что любые три дважды диф- 
ференцируемые (т. е. класса С 2 ) векторные поля X, ?, I 
удовлетворяют тождеству Якоби 

[[X,?], 2] + \[?,2], Х] + [[2,Х], ?] = 0. • (2.14) 

Алгеброй Ли векторных полей в области V многообразия 
М называется всякая совокупность А векторных полей на Н, 
являющаяся векторным пространством относительно сложе- 
ния (это значит, что любая линейная комбинация с постоян- 
ными коэффициентами полей из А снова есть поле из А) и 
замкнутая относительно операции коммутирования (скобка 
Ли двух полей из А снова есть поле из Л). Ясно, что сово- 
купность всех векторных полей класса С°° на I) является ал- 
геброй Ли: гораздо интереснее, однако, когда выделенная по 
той или иной причине меньшая совокупность векторных по- 
лей тоже образует алгебру Ли. Такие совокупности тесно свя- 
заны со свойствами симметрии многообразия и с соответ- 
ствующими группами симметрии, которые обычно являются 
группами Ли. Мы изучим их более подробно в гл. 3, где 
будет также дано более общее определение алгебры Ли. 
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2.15. КОГДА БАЗИС ЯВЛЯЕТСЯ КООРДИНАТНЫМ? 

Пусть даны два векторных поля А = й/йХ и В — б/сір на 
двумерном многообразии М; предположим, что I и В линей- 
но-независимы в каждой точке некоторого открытого множе- 
ства I] из М, так что они образуют там базис векторных по- 
лей. В каком случае можно быть уверенным, что этот базис 
является координатным, другими словами, что X и р яв- 
ляются координатами на 1У? Очевидно, необходимо, чтобы 
наши поля коммутировали: 

[А, Б] = 0. 

Покажем, что это условие является также и достаточным. 
Для этого обратимся непосредственно к определению много- 
образия — построим соответствующее 1-1-отображение из і I 



Рис. 2.22. Описанное в тексте отображение из К 2 в М. Оно задаёт систему 
координат в некоторой окрестности точки Р. 

на некоторое открытое множество в Я 2 . Отправляясь от не- 
которой точки Р из I) и используя произвольные координаты 
(х\ х 2 ) в I/, сместимся вдоль поля А на «параметрическое 
расстояние» Аі; мы попадём в точку Я с координатами (см. 
( 2 . 6 )) 

х‘(Я) = е*“ а/йк х 1 1 р. 

Если мы сначала_ сместимся на расстояние Аі вдоль А, а за- 
тем на р! вдоль В, то попадём в точку С} с координатами 

*'($) = 

Эта формула определяет отображение экспоненциального 
типа из некоторой окрестности V начала координат в У? 2 в (У; 
данный элемент из V — пара (А ь Ці) — отображается в точку 
<Э. Это отображение изображено на рис. 2.22. Для того чтобы 
оно определяло координатную систему, оно должно быть 
взаимно-однозначным, т. е. должно иметь обратное. Ниже мы 
докажем, что обратное отображение на самом деле суще- 
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ствует всюду в II, но сначала покажем, что А и В являются 
координатными базисными векторами этой координатной си- 
стемы, если они коммутируют в II. Перепишем наше отобра- 
жение в виде координатного преобразования от {ос, (3} к 
{х\ х 2 } : 

х‘(а, Р)= е ра/< 1 ц е аа/ах Х 11 р _ 

Базисные векторы д/да. и д/д§ имеют (в системе координат 
{ х ‘ }) компоненты дх‘/да и дх 1 /д$ соответственно. Из (2.6) 
легко вытекает, что 

Л расі/сІЛ — р ай/АК Л 

йа сЗЛ, ’ 


и, поскольку б/бц и б/бЯ, коммутируют, мы получаем 


дх1 _ е №!6\1 е ай1А\ дх ' 
да ЙА, 

д * 1 — рРамдрааых Ах '- 

ар йц 


ір’ 

I р ‘ 


Но йх 1 /6.Х — это в точности компоненты поля 6/бЯ, в коорди- 
натной системе {х 1 }. Поскольку они являются аналитическими 
функциями на М, то после применения к ним оператора 
ехр(рб/бр)ехр(аб/бХ) мы получим их значение в точке, ко- 
ординаты которой равны (а, Р). Следовательно, всюду на ІІ 

д/да = і/Аі и д/д$ = б/бр; 


тем самым мы доказали достаточность условия \А, В] = 0 для 
того, чтобы А и В были координатными базисными векто- 
рами. 

Обратимся теперь к обещанному доказательству того, что 
(а, р} образуют координатную систему в II. Нужно доказать, 
что отображение {ос, р}» — >{х '} обратимо, и для этого мы ис- 
пользуем теорему об обратной функции (см. § 1.2). Согласно 
этой теореме, если матрица 


5л: 1 дх 2 
да да 
дх< дх 2 
50 50 


) 


в некоторой точке {а, Р) имеет ненулевой определитель, то 
в некоторой окрестности этой точки указанное отображение 
обратимо. Определитель обращается в нуль, если и только 
если векторы дх‘/да, дх 1 /д$ линейно-зависимы:_из сказанного 
выше ясно, что этого никогда не бывает, ибо А я Б линейно- 
независимы в Н. Таким образом, наше отображение обра- 
тимо во всём множестве V и, значит, задаёт систему коор- 
динат. 
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Интересно выяснить, в каком месте не пройдут наши рас- 
суждения, если [А, В\ ф 0. В этом случае выражение дх 1 /д\і 
более сложно. По-прежнему наше отображение будет обра- 
тимым, по крайней мере в некоторой окрестности точки 
а = (3 = 0. Но поскольку дх‘/д$ уже не равно больше йх‘/й\х 
в изучаемой точке, векторы Л и В не будут базисными век- 
торами построенной системы координат. 

Проведённые выше рассуждения обобщаются на и-мерный 
случай: если п векторных полей {?</), /= 1 , ..., п) на 
п-мерном многообразии М линейно-независимы и коммути- 
руют друг с другом в некоторой открытой области I] на М, 
то они являются координатными базисными векторами ко- 
ординатной системы {а,}, имеющей в произвольных коорди- 
натах {х>} вид 

х‘(а и . .., а„) = ехр^Е 

где в качестве «центра» Р берётся произвольная точка из V. 

2.16. ОДИН-ФОРМЫ 

Вернёмся к изучению Т Р — пространства всех касательных 
векторов в точке Р. В качестве первого примера тензоров 
определим один-формы как линейные вещественнозначные 
функции на векторах. Это означает следующее: один-форма 
й в точке Р сопоставляет вектору V в точке Р некоторое ве- 
щественное число, обозначаемое через й(Ы). Обозначение с 
волной подчёркивает то обстоятельство, что й является функ- 
цией на векторах. (Волна ' над буквой всегда обозначает 
один-формы, точно так же как черта ~ над буквой всегда 
обозначает векторы.) Линейность этой функции означает, что 

й (аѴ + ЬЩ = ай (V 7 ) 4- Ью{Ш ) , (2.15) 

где а и Ь — вещественные числа. Непосредственно опреде- 
ляются сложение один-форм и их умножение на веществен- 
ные числа: ай есть один-форма вида 

(ай) (Т) = а[й (7)], (2.16а) 

а сумма й + а есть один-форма вида 

(й + 5) (7) = ю(Г)+ 5(7) (2. 1 6Ь) 

(здесь V — произвольный вектор). Таким образом, совокуп- 
ность один-форм в данной точке образует векторное про- 
странство; оно называется двойственным (дуальным, сопря- 
жённым) к Т Р и обозначается через Т Р . Термин «двойствен- 
ное» употребляется потому, что векторы также можно рас- 
сматривать как линейные вещественнозначные функции на 
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один-формах. А именно, для любого вектора V мы полагаем 
его значение на один-форме й равным й(7). Это линейная 
функция, поскольку её значение на ай + Ьо равно, в силу 
(2.16), 

(ай + 65)(Р)==(ай)(Р) + (йб)(Р) 

— а (значение V на й)+6 (значение V на б). 

(2.17) 

Таким образом, именно мы можем рассматривать каждую из 
этих величин как линейную вещественнозначную функцию, 
аргументом которой служит другая величина; поэтому и го- 
ворят, что векторы и один-формы двойственны друг другу. 
Значения одних на других записывают разными способами: 

♦ й(Р)ш Р(й)ш <й, ѴУ, (2.18) 

в последнем обозначении_подчеркивается равноправие обоих 
партнёров. Величина й(У) называется часто свёрткой с V. 
В более старых руководствах по тензорной алгебре векторы 
часто называются «контравариантными векторами», а один- 
формы — «ковариантными векторами». Эти названия указы- 
вают на то, как ведут себя компоненты соответствующих 
объектов при замене базиса, о чём будет идти речь в § 2.26. 

2.17. ПРИМЕРЫ ОДИН-ФОРМ 

Прежде чем излагать дальше математическую теорию, 
рассмотрим несколько простых примеров один-форм. Один из 
наиболее часто встречающихся примеров — это градиент 
функции: о нём речь пойдёт в § 2.19. Приведём другие при- 
меры. 

(і) В матричной алгебре, если считать «векторами», век- 
тор-столбцы, то вектор-строки будут один-формами. Действи- 
тельно, если их перемножить (в правильном порядке) по 
обычным правилам матричного умножения, то получится ве- 
щественное число. Например, в двумерном случае вектор- 
строку (— 1, б) можно считать функцией, сопоставляющей лю- 
бому вектор-столбцу вещественное число: 

(-І, б )(у) = ~ Х + *У‘ 

Легко проверяется линейность этой функции. 

(11) В используемых в квантовой механике гильбертовых 
пространствах аналогами вектор-строк и вектор-столбцов из 
примера (і) являются так называемые кет-векторы |ф> (век- 
торы) и бра-векторы <ф| (один-формы) (названия и обо- 
значения Дирака), свёртка которых есть комплексное 
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число. (Обобщение векторной и тензорной алгебры на комп- 
лексный случай тривиально: нужно лишь заменить слово 
«вещественный» на «комплексный». Обобщение построенной 
выше теории вещественных многообразий на комплексно-ана- 
литический случай, где координатными отображениями слу- 
жат комплексно-аналитические отображения в пространство 
комплексных переменных (г 1 , г 2 , .... г„), также по большей 
части не представляет труда. Но некоторые свойства комп- 
лексных многообразий, такие как глобальная структура и 
кривизна, гораздо труднее поддаются изучению, и этих во- 
просов в настоящей книге мы касаться не будем.) Обозначе- 
ние <ф|і]5> аналогично (2.18), и это не случайно. 

В обоих примерах (і) и (іі) имеется возможность «пере- 
водить векторы в один-формы (и обратно), сопоставляя дан- 
ному вектору «сопряжённый», или «транспонированный», 
объект, являющийся один-формой. В § 2.29 мы увидим, что 
это эквивалентно заданию метрики или скалярного произве- 
дения в рассматриваемом векторном пространстве. Это очень 
важная дополнительная структура в векторном пространстве, 
но читателю следует иметь в виду, что нет никакого априор- 
ного, «естественного» способа идентификации один-форм и 
векторов. 

2.18. ДЕЛЬТА-ФУНКЦИЯ ДИРАКА 

В квантовой механике часто приходится иметь дело с 
функциональными пространствами (пространствами функ- 
ций). Рассмотрим множество С[ — 1, 1] всех вещественно- 
значных функций класса С°°, определённых на интервале 
— 1 ^ х ^ 1 в Я 1 . Это множество является группой относи- 
тельно сложения (сумма двух С°°-функций снова есть С°°- 
функция и т. д.) и векторным пространством над веществен- 
ными числами (если / есть С°°-функция, то с/ также будет 
С°°-функцией для любой вещественной константы с). Эле- 
менты двойственного пространства (один-формы) называются 
распределениями (или обобщёнными функциями). Примером 
распределения служит дельта-функция Дирака 6(х), опреде- 
ляемая как один-форма, значение которой на С°°-функции 
Дх) есть ДО): 

<6(х), Дх)> = ДО). • (2.19) 

В одном смысле б (*) — действительно настоящая функция: 
она есть отображение С[— 1, 1]->Я. Обычно термин «распре- 
деление» используется только для непрерывных (линейных) 
функций такого типа. Но понятие непрерывности требует 
введения топологии, на этот раз топологии в С[ — 1, 1].Это — 
бесконечномерное векторное пространство (в нём имеется 
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бесконечное число линейно-независимых функций), а обсу- 
ждение топологии таких пространств далеко выходит за рам- 
ки настоящей книги. Интересующегося читателя мы отсы- 
лаем к СІ^иеі-Вгийаі еі аі. (1977). Здесь важно отметить, 
что мы понимаем дельта-функцию не в том смысле, который 
вкладывали в это понятие Дирак и его современники. Чтобы 
уяснить себе, что они имели в виду, разберём, как сделать 
из функции — элемента пространства С[ — 1,1] — один-форму 
на С [ — 1, 1]. 

Для любой функции § из С[ — 1,1] можно определить 
один-форму §, значение которой на функции ) из С[ — 1, 1] 
равно 

і 

(І. /) = \ё{х)!(х)йх. (2.20) 

-і 

Это, действительно, линейное отображение, переводящее ( в 
значение соответствующего интеграла. (Поскольку § и \ не- 
прерывны на •— -1 <; л: ^ 1, этот интеграл всегда существует.) 
Термин «дельта-функция» был использован как камуфляж 
следующего обратного «рассуждения»: раз 6(х) — один-фор- 
ма, то можно говорить о ней и как о функции от х в обычном 
смысле слова, такой что интеграл от её произведения на }(х) 
равен ДО) : 

і 

^ 6 (х)1(х) Ах = 1(0). 

-і 

Эта идея была очень болезненно воспринята математиками, 
некоторые из них даже заявили, что Дирак ошибается, не- 
смотря на то что он получал полезные и самосогласованные 
результаты. Физики, однако, мудро отвергли эту крайнюю 
точку зрения и больше прислушивались к своей интуиции. 
Теперь мы в состоянии понять, почему они «ошибались» и при 
этом получали верные результаты. Они «ошибались», по- 
скольку говорили о 6(х) как о функции Д’-ѵТ? 1 , каковой су- 
ществовать не может ни в каком точном смысле слова, и по- 
скольку они манипулировали с ней, как с обычной функцией, 
интегрируя её и даже дифференцируя 

і і 

б' (х) $ (х) йх = — ^ б (*) /' (х) йх= ~і' (0). 

-і 

Но они при этом были «правы», поскольку нигде не исполь- 
зовали 8(х) без интеграла с достаточно гладкой функцией 
І(х) — они нигде не использовали её иначе, как для того, 
чтобы задать отображение функций в вещественные ч.исла, 
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Таким образом, они пользовались техникой, но не языком 
теории обобщённых функций, которая была специально при- 
думана для того, чтобы подвести под дельта-функции солид- 
ный фундамент. Отметим, однако, что теория обобщённых 
функций отличается от старой физической точки зрения своей 
большой простотой: можно определить дельта-функцию без 
привлечения правил типа (2.20) для превращения функций 
в один-формы. Как отмечалось в примере (іі) выше, такое 
правило есть дополнительная структура в векторном про- 
странстве, которая, как мы теперь понимаем, не нужна для 
определения дельта-функции. 

Стоит ещр заметить следующее. Выше мы сказали, что 
слово «распределение» используется только для непрерывных 
один-форм, в соответствии с общепринятым определением 
двойственного векторного пространства («топологического 
сопряжённого»). Однако в наше определение один-форм в 
§ 2.16 требование непрерывности мы не включили; не про- 
явили ли мы здесь непоследовательности? Нет, не проявили, 
потому что на конечномерном векторном пространстве любая 
линейная функция всегда непрерывна (см., например, 
СЬоциеІ-ВгиНаІ еі аі. (1977) или Кисііп (1964) из библиогра- 
фии к гл. 1). 

2.19. ГРАДИЕНТ 

И НАГЛЯДНОЕ ИЗОБРАЖЕНИЕ ОДИН-ФОРМ 

Поле один-форм — это, по аналогии с векторным полем, 
правило, задающее в каждой точке один-форму. Содержа- 
щиеся в формулах (2.16) определения переносятся на поля: 
в этом случае а есть функция на М, не обязательно постоян- 
ная. Дифференцируемость полей один-форм можно опреде- 
лить через дифференцируемость векторных полей и функций. 
А именно, на С°°-многообразии заданная один-форма 6 ви- 
сте с векторным полем V определяют функцию б (V). Если 
эта функция принадлежит к классу С°° для любого О’-поля 
V, то б называется один-формой класса С°°. (Более простое 
определение дифференцируемости мы дадим после того, как 
введём в § 2.20 компоненты один-форм.) Как и в случае век- 
торных полей, возникает расслоенное пространство, называе- 
мое кокасательным расслоением Т*М\ базой этого расслое- 
ния является Л4, а слоем над точкой Р служит Т* Р . Сечения 
Т*М суть поля один-форм. 

Наиболее полезный и поучительный пример однн-формы — 
это градиент функции (, который мы обозначим через с 1} . 
Хотя в элементарных учебниках векторного анализа его и 
называют вектором, на самом деле это всё же один-форма. 
Итак, градиент 3/ (не путать с «инфинитезимальным диффе- 
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ренциалом» сі/, который мы изредка будем использовать !) ) 
определяется равенством 

♦ А} (А/ АХ) = А) /АХ, (2.21) 

где А/АХ — произвольный касательный вектор. Другими сло- 
вами, градиент функции / в некоторой точке Р — это такой 
элемент из 7Д, значение которого на элементе К из Д равно 
производной / по направлении^ вектора V (т. е. вдоль кри- 
вой с касательным вектором V). Нужно проверить, что это 
линейная функция на Т Р , т. е. что выполнено (2.15): 

-ж + ь 5г) - (<■ ж + 6 і =■ Л + ь § 

= ай} (А/ АХ) + Ьй} (б/бц). 


Линейность доказана. На первый взгляд может показаться, 
что } сама есть один-форма, поскольку / и б/бЯ дают число 
А}/ АХ. Но это неверно. Напомним читателю, что и Гр и Гр 
заданы в точке Р, так что вся информация, необходимая для 
вычисления А}/АХ, также должна быть задана в этой же точ- 
ке. Но значение / в Р не влияет на А}/АХ. Чтобы вычислить 
А} /АХ в Р, нужно знать д}/дх‘ в Р, а это и есть, как мы уви- 
дим далее, компоненты градиента }. 

Градиент позволяет нам дать наглядную интерпретацию 
один-форм, дополняющую наглядную интерпретацию векто- 
ров как стрелок. На рис. 2.23 изображён кусок топографиче- 
ской карты местности, представляющий собой набор горизон- 
талей — линий равной высоты. Если обозначить через Н вы- 
соту над уровнем моря, то градиент 3/г, очевидно, наиболь- 
ший в местах типа участка А, где линии наиболее плотно 
сближаются друг с другом, и наименьший в районе В, где 
горизонтали наиболее разрежены. Далее, пусть необходимо 
выяснить, насколько придётся подняться, двигаясь из одной 
точки в другую (близкую). Для этого на карте нужно про- 
вести линию (вектор Ах) между этими точками. Тогда число 
горизонталей, которые пересечёт эта линия, даст изменение 
высоты. Например, линия 1 пересекает полторы горизонтали, 
а линия 2 — две. Линия 3 начинается там же, где и 2, но идёт 
в другом направлении, набирая высоты лишь на полгоризон- 
тали. Эти числа: 1 2 , — и есть АН, причём АН линейно 

зависит от Ах: 




дк 
дх 1 


Ах 1 . 


*> Прекрасное обсуждение связи между В/ и В) см. в книге Зріѵак 
(1970, ѵоі. 1). 
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Это — значение сГ/і на ДЗс (см. (2.21) выше и (2.27) ниже). 
Следовательно, один-форму й можно наглядно изобразить 
в виде семейства поверхностей (рис. 2.24), а_её свёртка 
с вектором V есть число поверхностей, которые V пересекает. 
Чем ближе друг к другу поверхности, тем больше &. Соб- 
ственно говоря, так же как вектор направлен по прямой, так 
и поверхности один-форм прямые (плоские) и параллельные. 
Это объясняется тем, что мы работаем с один-формами в точ- 
ке, а не в протяжённой области, т. е. рассматриваем «каса- 
тельные» один-формы, по аналогии с касательными векто- 
рами. 


I/ 

ІО 

Рис. 2.24. “Касательная” один- 
форма ш может быть наглядно 
изображена в виде семейства 
параллельных плоскостей раз- 
мерности, на единицу меньшей, 
чем размерность многообразия. 
Число плоскостей, пересекае- 
мых вектором V, равно свёртке 
<й, 17) . 

Из этих рисунков видно, почему, вообще говоря, нельзя 
называть градиент вектором. Хотелось бы отождествить гра- 
диент с вектором, указывающим направление «вверх» по 
склону, т. е. с вектором, который пересекает наибольшее чис- 
ло горизонталей на единицу длины. Но обратите внимание 
на слова «на единицу длины». Если на многообразии имеется 
мера длины, то градиенту можно сопоставить вектор. Но если 
неизвестно, как сравнивать длины векторов, смотрящих в 
разных направлениях, то определить направление самого 
крутого подъёма нельзя, и в этом случае отличие градиента 
от вектора существенно. Поскольку мы, вообще говоря, не 
предполагаем наличие длины (или «метрики»), следует по- 
стоянно помнить о различии между векторами и один-форма- 
ми. Мы вернёмся к этому вопросу в § 2.29. 

2.20. БАЗИСНЫЕ ОДИН-ФОРМЫ И КОМПОНЕНТЫ ОДИН-ФОРМ 

В векторном пространстве Т}> один-форм в точке Р лю- 
бые п линейно-независимых один-форм образуют базис. Од- 
радо если уже выбран базис {ёі,і— 1, в простран- 



Рис. 2.23. Топографическая кар- 
та холмистой местности. Кри- 
вые на рисунке — это линии 
равной высоты над уровнем мо- 
ря. Стрелками указаны возмож- 
ные пути подъёма. 
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стве Тр векторов в точке Р, то имеется привилегированный 

базис {со', г = 1 п} в Т*р, называемый двойственным 

(или дуальным) базисом. Его определение таково. Если V — 
произвольный вектор в точке Р, то й‘ даёт его і-ю компо- 
ненту: 

й 1 (Ѵ)=Ѵ { . (2.22) 

Легко видеть, что эта функция линейна по V, поскольку і- я 
компонента, скажем, суммы V + ІР равна V 1 + 1Р‘. Следова- 
тельно, (2.22) действительно определяет линейную функцию 
на Тр. В частности, поскольку базисный вектор ё/ имеет лишь 
одну, /’-ю, ненулевую компоненту, то 

й 1 ' (ё,) = б‘/. (2.23) 

При помощи этого равенства базис {й‘} обычно и опреде- 
ляется в учебниках. Отметим особо, что для нахождения 
любого й' надо знать все векторы {ё/}. Изменение какого-то 
одного ёк меняет, вообще говоря, все базисные один-формы 
й‘. Мы построили соответствие между базисом и двойствен- 
ным базисом, а не между индивидуальными векторами и со- 
ответствующими один-формами. 

Пока не было доказано, что один-формы {со 1 } линейно- 
независимы и, значит, образуют базис. Это легко вытекает 
из (2.23), но мы пойдём другим, обходным путём. Рассмот- 
рим любую один-форму < 7 , действующую на произвольный 
вектор V : 

с\ (?) = Ц ( II Ѵ^і) = Е Ѵ'сі (ё,) = Е й ; (?) ? (в,). (2.24) 
Величины 

<7/ = Я (<?/) (2-25) 

называются компонентами с) в базисе, дуальном к {ё,}. Для 
того чтобы убедиться в том, что это больше, чем просто ана- 
логия с (2.22), перепишем (2.24) в виде 

Поскольку один-форма определяется своими значениями на 
векторах, ид этого равенства вместе с (2.16) вытекает, ввиду 
произвольности V, что 

^ д='ЕЯій ! - ( 2 . 26 ) 

Отсюда следует, что {ю'} действительно образуют базис, по- 
скольку их как раз п штук и любая один-форма <7 представима 
в виде их линейной комбинации. Отсюда следует также, что 
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величины {<?,} на самом деле являются компонентами <7 отно- 
сительно этого базиса в обычном смысле слова. 

Самое важное то, что у нас есть теперь формула для вы- 
числения значения <7 (7) известным компонентам д и V: 

(2.27) 

Как отмечалось выше, это есть свёртка V и д. 

- Разумеется, все эти рассуждения непосредственно перено- 
сятся на поля один-форм. Если совокупность векторных полей 
{ё/} образует базис в каждой точке некоторой области II мно- 
гообразия М, то поля {й 7 }, определяемые равенством (2.23), 
равным образом образуют базис в каждой точке из ІІ. Дан- 
ная система координат {Д} в области ІІ определяет есте- 
ственный базис векторных полей {д/дх‘}. Она же определяет 
естественное семейство один-форм — семейство, состоящее из 
п градиентов {сіх'}. Эти один-формы фактически образуют 
базис, дуальный к координатному базису векторов; действи- 
тельно, в силу (2.21) 

Их‘(д/дх>) = дх'/дх 1 — б'/ (2.28) 

(второе равенство вытекает из свойств обычных частных про- 
изводных). 

В § 2.19 мы дали определение дифференцируемости поля 
один-форм. Теперь легко доказать, что ^ есть форма класса 
С°°, если и только если её компоненты {ф} относительно не- 
которого базиса из векторных полей класса С°° являются 
О-функциями. 

2.21. ИНДЕКСНЫЕ ОБОЗНАЧЕНИЯ 

Мы используем следующие соглашения, касающиеся рас- 
становки индексов. Компоненты векторов, например V 1 , ну- 
меруются верхними индексами; компоненты один-форм, на- 
пример (О/, — нижними. Базисные векторы нумеруются ниж- 
ними индексами (ё,), базисные один-формы — верхними (а 1 ) 
(Для координатных базисов мы получаем согласно этим пра- 
вилам, что один-формы іх‘ нумеруются верхними индексами, 
как оно и должно быть; векторы д/дх 1 ’ считаются имеющими 
нижние индексы, ибо они появляются в знаменателе как верх- 
ние.) Эти правила расстановки индексов очень полезны. Рас- 
смотрим свёртку 

й(Ё)= 1>Ч 
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представляющую собой сумму произведений, в которых один 
из сомножителей имеет верхний индекс, а другой — нижний. 
Мы примем правило суммирования Эйнштейна : если в неко- 
тором выражении какой-нибудь индекс встречается дважды — 
один раз как верхний, а другой — как нижний (такие индек- 
сы называют повторяющимися) , то подразумевается, что по 
этому индексу производится суммирование. Таким образом, в 
выражениях 

6 = 0,3*', ѵ=*ѵ 1 -$-. 6 (р) = рЦ 

дх' 

подразумевается суммирование. В выражениях 
У/ Г*, VI а і, Ѵ1ѴРІ 

никакого суммирования не производится; в первых двух во- 
обще нет повторяющихся индексов, а в последнем оба ин- 
декса верхние. Использование правила Эйнштейна очень 
упрощает запись вычислений с компонентами, а наши пра- 
вила расположения индексов минимизируют вероятность по- 
явления случайной ошибки при использовании этого правила. 

Теперь мы в состоянии перейти от векторной алгебры к 
тензорной. 

2.22. ТЕНЗОРЫ И ТЕНЗОРНЫЕ ПОЛЯ 

Тензоры — естественное обобщение тех понятий, с кото- 
рыми мы уже имели дело. Их алгебра устроена просто, и 
они имеют множество разнообразных применений. Главная 
проблема для тех, кто впервые сталкивается с тензорами, — 
это невозможность их «визуализации»: их трудно нарисовать. 
Выше мы выяснили, как изображать векторы и один-формы; 
те же приемы можно в той или иной мере перенести на тен- 
зоры более высоких «рангов», но картинки делаются крайне 
запутанными. По-видимому, в большинстве случаев лучше от- 
казаться от попыток рисовать тензоры и работать с ними в 
рамках того определения, которое мы сейчас дадим, т. е. ду- 
мать о тензорах как о линейных операторах на векторах и 
один-формах. 

Рассмотрим точку Р на М. Тензор типа ( ) в точке Р 

определяется как линейная функция, аргументами которой 
служат N один-форм и ІѴ' векторов, а значениями — веще- 
ственные числа. Это определение является обобщением дан- 
ного выше для один-форм. Под «линейностью» мы понимаем 
здесь линейность по каждому аргументу (это свойство назы- 
вают обычно полилинейностью). Например, если р — тензор 
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типа ( 2 ) ’ то ег о значение на один-формах й и д и векторах 
V п ѴР записывается в виде 

р(й,б;7, Щ 

Свойство линейности здесь означает, что (для произвольных 
чисел а и Ь) 

Р (ай + ЪІ, сг; V, Г) = аР (й, а; V, Щ + Ь Р (Я. а; 7. 17) 

(2.29) 

и аналогично для других аргументов. В случае если мы хо- 
тим иметь дело с Р, не указывая явно аргументы, мы будем 
использовать обозначение Р ( , ; ,), где на пустые места мож- 
но поставить любые аргументы соответствующего типа (один- 
формы до точки с запятой и векторы — после) . Разумеется, 
порядок аргументов, вообще говоря, существен, как это видно 
уже на примере функций вещественных переменных (скажем, 
у функции /(*, у) — Зх + Бу значения /(1,2) и /(2,1) раз- 
личны). 

Как и в случае векторов и один-форм, тензорное поле 
типа ( ^ — это правило, сопоставляющее каждой точке 

тензор типа ( ) в этой точке. Свойство линейности тензо- 

ров распространяется и на тензорные поля, причём числа а 
и Ь в (2.29) в разных точках могут быть различными — они 
являются функциями на М. Дифференцируемость тензорных 
полей определяется так же, как и для один-форм (см. § 2.19). 

Отметим, что векторы суть тензоры типа (д)- они яв- 
ляются линейными функциями на один-формах. Аналогично 
один-формы суть тензоры типа ( ° ■ Скалярные функции на 

многообразии принято считать тензорами типа (см. 

§ 2.28 «Функции и скаляры»). Тензор Т типа пред- 

полагает наличие двух аргументов. Значение Т (й; V) есть 
вещественное число; при фиксированном й мы получаем 
один-форму Т (й; ), поскольку сюда нужно подставить век- 
тор, для того чтобы получить вещественное число; Т ( ; V) 

есть вектор. Таким образом, тензор типа ( | ) можно рас- 
сматривать как линейную функцию на векторах со значе- 
ниями в векторах, а также как линейную функцию на один- 
формах, принимающую значения также в один-формах. 'Та- 
кие трюки можно проделывать с любыми тензорами. 
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2.23. ПРИМЕРЫ ТЕНЗОРОВ 

Хотя понятие тензора, как оно определено выше, может 
показаться довольно абстрактным, оно весьма часто непо- 
средственно приложимо к конкретным ситуациям. Мы приве- 
дём сейчас три примера, а чуть позже посвятим целый па- 
раграф (§ 2.29) обсуждению одного чрезвычайно важного 
тензора — метрического тензора. 

(і) Наш первый пример — из матричной алгебры. Если 
вектор-столбцы считать векторами, а вектор-строки — один- 

формами, то матрицы суть тензоры типа ( ] ) , так как, ум- 
ножая матрицу на вектор, мы получаем вектор, а умножая её 
на вектор с одной стороны и на один-форму — с другой, полу- 
чаем число. 

Упражнение 2.4. Линейное преобразование в смысле мат- 
ричной алгебры (например, ортогональное преобразова- 
ние (вращение)) преобразует одну матрицу в другую. По- 
кажите, что это индуцированное преобразование матриц 

есть тензор типа ( ^ ). 


(ii) Второй пример относится к упоминавшемуся в § 2.18 
функциональному пространству С[ — 1, 1]. Линейный диффе- 
ренциальный оператор (например, х 2 А/Ах) переводит функ- 
ции (векторы этого пространства) в другие функции (век- 
торы). Будучи линейным, этот оператор является тензором 

типа ( | ) в этом пространстве. 

(iii) Третий наш пример — тензор напряжений. Читатели, 
знакомые с теорией упругости, знают, что это такое. Если в 
деформированном материале выделить мысленно некоторую 
площадку, то тензор напряжений определяет вектор напря- 
жения, действующий на этой площадке (силу на единицу 
площади, с которой материал по одну сторону площадки дей- 
ствует на материал по другую её сторону). Так как площад- 


ка — это поверхность, а поверхности представляются один- 
формами, то тензор напряжений оказывается линейной функ- 
цией на один-формах, принимающей значения в векторах, 


т. е. тензором типа 



2.24. КОМПОНЕНТЫ ТЕНЗОРОВ 
И ТЕНЗОРНОЕ ПРОИЗВЕДЕНИЕ 

Простейший пример тензора типа ( ^ строится так: бе- 
рём два вектора V и ѴР и определяем тензор V <8> Ш как тен- 
зор, значение которого на двух один-формах р ид равно 
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произведению Ѵ(р)ѴР(сі): 

Ѵ®Ш(р,с 7 )= Ѵ(р)Ш(д). 


(2.30) 


Операция 0 называется тензорным (или внешним ) произве- 
дением. Её обобщение на случай произвольного числа тензо- 
ров произвольного типа очевидно. Тензорным произведением 

тензора типа ( ^ ) и тензора типа ( ) будет тензор типа 

/ У + У' X 
V М + М' ) • 

Компонентами тензора называются его значения на ба- 
зисных векторах и один-формах. Скажем, если 3— тензор 

^ 2 ) • то его компоненты относительно базиса {<?,} 


типа 
имеют вид 

♦ 5‘і к і т = 3 (й‘, й', 6 й ; ёі , ё т ) ■ 


(2.31) 


Если порядок аргументов тензора 3 существенен, то суще- 
ственным является и порядок индексов у компонент 3‘ 1к і т . 

Обобщение понятия компоненты на тензорные поля и оп- 
ределение дифференцируемости тензорных полей совершенно 
аналогичны случаю один-форм (см. § 2 . 20 ). 

Упражнение 2.5. (а) Докажите, что общий тензор типа 
( Ф ) нельзя представить в виде тензорного произведения 
двух векторов. (Указание: подсчитайте число компонент 
тензора типа ( д )•) 

(Ь) Докажите, что тензор V 0 й типа ( | ) имеет компо- 
ненты Ѵ‘а>). 


Упражнение 2.6. Докажите, что тензоры типа ^ 0 ^ в точ- 
ке Р образуют векторное пространство относительно сло- 
жения, определённого аналогично (2.16Ь). Докажите, что 
тензоры ёі 0ё/ образуют базис этого пространства. (Та- 
ким образом, хотя общий тензор типа ( ^ ) И не пред- 
ставляется в виде тензорного произведения, он представ- 
ляется в виде линейной комбинации тензорных произведе- 
ний.) Это векторное пространство обозначается через 
Т р 0 Тр. 


2.25. СВЁРТКА 

Как было указано в упр. 2.5, величины {К'со/} являются 
компонентами тензора типа ( | ) . Суммируя “диагональные” 
компоненты (і = /), получим — число, не зависящее от 
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базиса, а именно значение й на V, которое можно считать 
тензором типа ( ® ) . Аналогично, если 8 1 /к и Р 1т — компо- 
ненты тензоров типа ( 2 ) и соответственно, то 8 1 ік Р 1,п 

суть компоненты тензора типа 8 1 1к Р !т — компоненты 


тензора типа 
2 


О- 


8 ік Р 1 — компоненты другого тензора 

типа ^ и т. д. По аналогии с формулой (2.27) эта опера- 
ция называется свёрткой ; она позволяет получать новые тен- 
зоры из уже имеющихся. 

Дадим доказательство независимости свёртки от выбора 
базиса. Рассмотрим тензор А типа (д). тензор В типа (2 ) 
и их свёртку (относительно некоторого базиса) А 1 ’В Ік . Мы 
утверждаем, что это — компоненты тензора С типа ( М , та- 
кого что для произвольных вектора V и один-формыб 
С (5; V) = ( Е А ІІ В Ік ) а{Ѵ к = X А (б, й') В (ё„ V )• 

В силу линейности А по второму аргументу это можно пе- 
реписать в виде 


с (б; і0 = а( 8, ЕвО /( У)й'), 


так как величины В(ё,, V) суть просто числа. Но в § 2.20 
мы по сути дела доказали, что независимо от выбора базиса 

Е(г / ,Р)а / = в( ,ѵ). 

где правая часть является один-формой (при фиксирован- 
ном У) — на пустое место нужно подставлять вектор. Эта 
один-форма стоит в качестве одного из аргументов в А , так 
что 

А 11 В, к = С‘ к Ф=> С (б; V) = А (5, В ( , V)), 
независимо от выбора базиса (см. упр. 2.8). 

Упражнение 2.7. Сколько тензоров типа ( ^ ) можно по- 
лучить свёрткой по паре индексов из тензора 0. іік і т типа 
( 2 ) ? Сколько тензоров типа ( д ) . гели выполнить ещё 
одну свёртку? 

Упражнение 2.8. Пусть А и В — два тензора типа ( | ; 

будем рассматривать их как линейные функции от вей' 
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торов со значениями в векторах: если V — вектор, то 
А [V) и В(Р) — векторы. Покажите, что если определить 
С(Ѵ) равенством 

С(У)= В (А (Г)), 

то С — тоже тензор типа ( |) - Покажите, что его ком- 
поненты имеют вид 

Выясните связь всего этого с линейными преобразования- 
ми (см. § 1.6). 

2.26. ЗАМЕНА БАЗИСА 

В фокусе старого определения тензора — поведение ком- 
понент тензора при замене базиса. Это определение было 
позднее заменено на то, которое мы привели выше; насколько 
же далеки друг от друга эти две концепции, раз мы только 
сейчас дошли до замен базиса! Нельзя сказать, чтобы пре- 
образования компонент тензора при замене базиса были не 
важны. В большинстве практических вычислений с тензо- 
рами используются их компоненты, и необходимо понимать, 
как они преобразуются. 

Рассмотрим векторы и тензоры, определённые в некоторой 
точке Р многообразия М. Пусть у нас был один базис векторов 

{ёі, і = 1 п) и мы хотим перейти от него к другому 

базису {<?/', /'= 1 , п }. (Штрихи у индексов будут слу- 
жить признаком, позволяющим отличить то, что относится к 
одному базису, от того, что относится к другому.) Тогда в Т Р 
возникает линейное преобразование Л от старого базиса к 
новому: 

ёу = \ і і 'ё і . (2.32) 

Матрица Лу невырожденна (иначе векторы {е^} были бы 
линейно-зависимы), а в остальном произвольна. Это не есть 
набор компонент какого-либо тензора, поскольку индексы от- 
носятся к двум различным базисам. Эта матрица называется 
матрицей преобразования. 

Старый базис один-форм удовлетворяет условию (2.23) і 
( ё к ) = 6 1 к . 

Умножая на К к р и используя (2.32), получаем в силу линей- 
ности один-форм 

йЧѵ) =б ‘>Ѵ =Л ?- 


(2.33) 
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Далее, матрица А 1 р обратима. Обозначим обратную матрицу 
через Л й ' у : 

А к ',Л\' = б к 'і', Л Й ',ЛѴ = б <■/, (2,34) 

Умножая (2.33) на Л*'у, получим 

А к \& 1 (ё ; /) = 6 й V; 

сравнивая с (2.33), заключаем, что 

+ & к ' = А к ' ( (Ь‘ . (2.33) 

Эта формула двойственна формуле (2.32): базисные один- 
формы преобразуются по закону, противоположному закону 
преобразования базисных векторов (противоположному в том 
смысле, что используется матрица, обратная к матрице пре- 
образования); тогда в обоих базисах выполняется соотноше- 
ние (2.23). 

Теперь уже совсем просто найти, как преобразуются ком- 
поненты: 

V 1 ' = & 1 ' (У) = А 1 ' і&і (У) = Л‘>/, (2.36) 

Як' = Я (ё*0 = = А\,у (в,) = ЛѴ<7, (2.37) 

и аналогично для тензоров более высокого «ранга» (см. 
упр. 2.9 ниже). Мы видим, что компоненты векторов и базис- 
ные один-формы преобразуются по одному и тому же за- 
кону, который противоположен (т. е. использует обратную 
матрицу) закону, по которому преобразуются компоненты 
один-форм и базисные векторы. Это и понятно, так как сум- 
мы вида Ѵ‘ёі, Ѵ’д/ и т. д. не должны зависеть от базиса. Это 
демонстрирует ещё одно преимущество наших правил рас- 
положения индексов и нашего правила суммирования: рас- 
положение индексов автоматически определяет закон преоб- 
разования. Например, Ѵ‘ и а>> подчиняются одному закону 
преобразования, а именно 

V 1 ' = А 1 ',ѴІ- 

Матрицу Л‘Ѵ здесь не поставишь, так как суммирование 
должно вестись по нештрихованному индексу, который дол- 
жен появляться один раз вверху и один раз внизу. 

Эти взаимно противоположные законы преобразования в 
более старой литературе именуются «контравариантными» и 
«ковариантными». То, что мы называем просто векторами, 
раньше называли «контравариантными векторами», посколь- 
ку закон преобразования их компонент противоположен 
(«контра»!) закону преобразования базисных векторов. Ана- 
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логично один-формы назывались «ковариантными вектора- 
ми», поскольку их компоненты преобразуются так же, как 
базисные векторы. При современном изложении подчёркивает- 
ся тот факт, что ни векторы, ни один-формы не меняются при 
замене базиса; это геометрические объекты, не зависящие от 
выбора системы координат. Итак, от использования старых 
названий в современной терминологии отказались потому, что 
в них делается чрезмерно сильный акцент на описаниях, за- 
висящих от выбора системы координат. 


Упражнение 2.9. Покажите, что у произвольного тензора 
типа ( 0 ) компоненты преобразуются так же, как у тен- 
зорного произведения двух векторов, т. е. 

Т 1 'і' = А і \Аі',Т ы . (2.38) 


Обобщите эту формулу на случай тензоров типа 



Упражнение 2.10. Покажите, что если у тензора все ком- 
поненты в некотором базисе равны нулю, то они равны 
нулю и в любом другом базисе (такой тензор является ну- 
левой линейной функцией (см. § 2.22) и, естественно, назы- 
вается нулевым). (Отсюда вытекает, что если компоненты 
двух тензоров в некотором базисе совпадают, то эти тен- 
зоры равны.) 


Упражнение 2.11. Для данного базиса { ё ,} векторного 
я-мерного пространства рассмотрим совокупность чисел 
{А 1 /, і, /= 1, .... я}. Для любого другого базиса {ёр}, 
связанного с исходным матрицей перехода А.‘у построим 
совокупность чисел вида Л‘Ѵ = Докажите, что 

существует тензор А , компоненты которого в базисе 
равны Л‘Ѵ- Из сказанного вытекает, что можно счи- 
тать тензор просто набором чисел А 1 ,, преобразующихся 
по определённому закону. Это другая форма того опре- 
деления, которым мы пользуемся. 


Особенно интересно рассмотреть эти преобразования ба- 
зисов для случая, когда они происходят из координатных 
'преобразований, о которых упоминалось в конце § 2.6. Пусть 
в области 11 многообразия М задана координатная система 

{х‘, і— 1, ..., я}; введём новые функции {у 1 ', і'—І я}, 

задаваемые формулами 

і/ = Д (х\ ..., х п ), і' — 1 , ..., я, (2.39) 


или, кратко, у ѵ — Д (х 1 ). Эти формулы задают преобразова- 
ние координат, если определитель матрицы Якоби ду 1 '/дх ! не 



84 


2. ДИФФЕРЕНЦИРУЕМЫЕ МНОГООБРАЗИЯ И ТЕНЗОРЫ 


обращается в нуль в II. Данную точку Ре[/ можно описать 
двумя различными совокупностями чисел: {х 1 } или { у 
Равным образом в точке Р имеются два различных коорди- 
натных базиса: {д/дх>} и {д/ду'}. В силу цепного правила, 


д дхі д 

ду 1 ду 1 ' дх* 


(2.40) 


Сравнивая с (2.32), заключаем, что 


Л г 


/' 


дх 1 

ді/ 


(2.41) 


Аналогично, обратная матрица имеет вид 
ду к ' 


А к ' г - 


дх 1 


(2.42) 


как легко проверить, используя цепное правило для частных 
производных: 

дх 1 ду 1 ' дх 1 

дуі' дх к дх к к 

Важно уяснить, что (2.42) охватывает лишь некоторый 
специальный класс полей преобразований Л г / в II. В каж- 
дой отдельной точке Р из V можно произвольно выбрать все 
п 2 элементов А к '/ (лишь бы не обращался в нуль определи- 
тель), но этого нельзя сделать в целой окрестности точки Р, 
поскольку из (2.42) вытекает, что 

дА к 'і/дх 1 = дА к ',/дх', (2.43) 

а это равенство вовсе не обязано выполняться для произ- 
вольного поля Л*' у . Это — новая иллюстрация того, что не 
каждый набор базисных векторных полей является коорди- 
натным. 


2.27. ТЕНЗОРНЫЕ ОПЕРАЦИИ НАД КОМПОНЕНТАМИ 

Пусть тензор Т в некотором базисе имеет компоненты 
V •••/...}• Умножив эти компоненты на число а, получим 
аТ‘ Ясно, что это — компоненты тензора а Т; отсюда 
вытекает, что операция умножения всех компонент Т на а 
инвариантна относительно замены базиса : начни мы вычис- 
лять в других координатах {у 1 }, мы всё равно получили бы 
компоненты тензора а Т в этих новых координатах. (Если бы 
мы умножили на а лишь некоторые из компонент {Т ' /...}, 
то указанная инвариантность уже не имела бы места.) Таким 
образом, операция ("П •••/...} •— *" (яТ‘ } в точности соот- 
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ветствует инвариантной относительно выбора базиса опера- 
ции Т 1 — >а Т. Аналогично операции взятия тензорного про- 
изведения двух тензоров 

А, В А ® В 

отвечает однозначно определённая- операция над компонен- 
тами (см. упр. 2.4.) 

{А 1 

(независимо от того, является ли используемый базис коор- 
д. натным или некоординатным). Более общо, операция над 
компонентами, дающая компоненты одного и того же тен- 
зора, независимо от выбора базиса, называется тензорной 
операцией ; далее мы будем иметь дело только с такими опе- 
рациями. Приведём список алгебраических тензорных опера- 
ций (дифференциальные тензорные операции мы рассмотрим 
попозже) : 

(i) сложение (и вычитание) компонент тензоров одина- 
кового типа; 

(ii) умножение всех компонент тензора на данное число 
(даёт тензор того же типа); 

(iii) умножение компонент двух тензоров (даёт тензор, 
тип которого является «суммой» типов сомножите- 
лей) ; 

(іѵ) свёртка по паре индексов, один из которых верхний, 
а другой — нижний. 

Уравнения (равенства), в которых тензорные компоненты 
комбинируются только при помощи этих операций, назы- 
ваются тензорными уравнениями (равенствами) . Из упр. 2.10 
вытекает, что если в результате некоторой последователь- 
ности тензорной операции над компонентами в некотором 
базисе мы получили тензорное равенство, то это равенство 
будет уместно и во всех других базисах. Ввиду этого базис 
обычно выбирают из соображений удобства вычислений. 

2.28. ФУНКЦИИ И СКАЛЯРЫ 

Скаляры — это тензоры типа ( д ) > т. е. функции на мно- 
гообразии, определение которых инвариантно относительно 
выбора базиса. Например, свёртка Ѵ'ѵн — скаляр, поскольку 
её значение не зависит от выбора базиса, в котором произво- 
дится вычисление. Наоборот, хотя компонента V м также яв- 
ляется функцией на многообразии, у которой в каждой точке 
определено численное значение, она — не скаляр, поскольку 
это значение зависит от выбора базиса. Иначе говоря, суще- 
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ствует некоторая (скалярная) функция }(Р), такая что 
V 1 (Р) = !(Р), где первая компонента (индекс 1) взята по от- 
ношению к некоторому заданному базису; если выбрать дру- 
гой базис, то новая Ѵ 1 (Р) не будет равняться }(Р). Таким 
образом, }(Р) есть скаляр, значение которого случайно ока- 
залось равным первой компоненте поля V в некотором ба- 
зисе. Но сама эта первая компонента V 1 не является скаля- 
ром, поскольку её значения зависят от выбора базиса. Итак, 
мы видим, что вопрос о том, является данная величина ска- 
ляром или же просто функцией, зависит от её интерпретации 
в смысле поведения при замене базиса, а не от её численных 
значений. 


2.29. МЕТРИЧЕСКИЙ ТЕНЗОР 
В ВЕКТОРНОМ ПРОСТРАНСТВЕ 


Наиболее часто в векторной алгебре рассматривается ска- 
лярное произведение между векторами (см. § 1.5). Это — 
правило, сопоставляющее число паре векторов. Это число ли- 
нейно зависит от каждого из векторов. Значит, это есть тен- 
зор типа ( 2 ) ; его иазывают метрическим тензором и обо- 
значают через д. Итак, мы полагаем по определению 

д(Ѵ,0) = Я (0,Ѵ)^а-Ѵ. (2.44) 

Первое из этих равенств выражает требование, чтобы вели- 
чина 0-Ѵ не зависела от порядка сомножителей П и V. Дру- 
гими словами, д— симметрический тензор. Его компоненты 
в базисе {ёі} имеют вид 

Ян = д(ё<, ё,) = ёгёі. (2.45) 


Эти компоненты образуют симметричную матрицу размера 
п X п. По причинам, которые будут объяснены ниже, мы тре- 
буем также, чтобы матрица была обратимой. Если окажется, 
что эта матрица единичная, т. е. 


§ і / — 6ц, 

то метрический тензор называется эвклидовой метрикой, а 
векторное пространство — эвклидовым пространством. А как 
быть, если @іі не имеет такого простого вида? Всегда можно 
попытаться выбрать новый базис {ё/}, в котором новые ком- 
поненты 


§ 


і'Г 


■ Л „Л 




ы 


(2.46) 


принимают наиболее простой вид. Рассмотрим это соотноше- 
ние как матричное уравнение. А именно перепишем его в виде 


ёіч — Л і’ёкі Л- г 
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Из результатов § 1.6 ясно, что это — матричное уравнение 

ё' = Л т яЛ, (2.47) 

где Л т — матрица, транспонированная к матрице Л = (ЛѴ). 

Покажем, что если с умом выбрать матрицу Л, то матрицу 
ё' можно привести к весьма простому виду. Возьмём Л в виде 

Л = 00, (2.48) 

где О — ортогональная матрица (О 7 — 0->), а О — диаго- 

нальная матрица (так что, в частности, О 7 — О), Из (1.41) 
вытекает, что 

Л т = ( ооу = О 7 О 7 = по- 1 

и 

ё' = О0-^0П. (2.49) 

Хорошо известно, что любую симметричную матрицу, и в 
частности §, можно привести к диагональному виду пре- 
образованием подобия, осуществляемым при помощи орто- 
гональной матрицы; вот и возьмём в качестве О такую орто- 
гональную матрицу: 

ёй = 0~ 1 §0, 
ё' = ОёлО. 

Если = с1іа§ (^ ь ..., ёп) и наша пока ещё не определён- 
ная матрица П равна с1іад(й(і, ..., д п ), то 

ё' = сііак (ё х й\, ё 2 а Ь • • • . ёЛ)- (2.50) 

Положим теперь й, = ( \ёі | )“ 1/2 , так что каждый элемент диа- 
гональной матрицы §' равен +1 или —1. При помощи ф 
можно изменять лишь величины диагональных элементов 
но не их знаки. Далее, диагональные элементы матрицы 
являются собственными числами матрицы § и определены 
однозначно с точностью до порядка. Более того, поскольку 
матрица § обратима, ни одно из этих собственных чисел не 
равно нулю. Если выбрать матрицу О так, чтобы сначала 
шли отрицательные собственные значения, то мы приходим к 
следующей теореме: любое векторное пространство с метри- 
ческим тензором обладает базисом, в котором этот тензор 
представляется в каноническом виде біа§( — 1, ..., — 1, 
1, .... 1). Такой базис называется ортонормированным. Сум- 
ма этих диагональных элементов — след матрицы канониче- 
ского представления — называется сигнатурой метрики. 

Упражнение 2.12. Найдите матрицы Л, приводящие сле- 
дующие матрицы к диагональной форме: 

<■)(?;> о <«(:_?)• 
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Доказанная теорема очень важна. Из неё вытекает, что 
имеется лишь весьма малое число различных типов метри- 
ческих тензоров в данном векторном пространстве. Если мет- 
рика положительно-определённа, то в её канонической форме 
всюду стоят -|-1 и пространство является эвклидовым. Если 
метрика отрицательно-определённа, то она тоже называется 
эвклидовой, так как существенно важно лишь то, одинаковы 
все знаки или нет. Если не все знаки одинаковы, то метрика 
называется индефинитной. Важный пример — каноническая 
форма ( — 1, 1, ..., 1); такая метрика называется обычно 
метрикой Минковского ; такова метрика пространства специ- 
альной теории относительности (размерности я — 4), кото- 
рое мы вскоре рассмотрим более подробно. 

Ещё одно следствие теоремы о приведении к канониче- 
скому виду — выделение одного привилегированного класса 
базисов, векторного пространства, а именно класса ортонор- 
мированных базисов. В эвклидовом пространстве Е п такие 
базисы называют декартовыми. В таком базисе метрический 
тензор имеет компоненты — б,/, или, в матричном виде, 
§ = I. Матрица преобразования Ас от одного такого базиса 
к другому такому же удовлетворяет соотношению 

/ — Лс/Лс, шшЛс = Лс 1 . (2.51) 

Таким образом, преобразования между декартовыми бази- 
сами задаются ортогональными матрицами. Эти матрицы об- 
разуют группу (произведение двух ортогональных матриц ор- 
тогонально), называемую ортогональной группой и обозна- 
чаемую через О (я). 

Аналогичным образом в пространстве с метрикой Минков- 
ского выделены псевдоэвклидовы (или лоренцевы) базисы, 
в которых компоненты метрики образуют матрицу вида 

г) = с1іад(-— 1, 1, .... 1). (2.52) 

Матрица перехода Ль от одного псевдоэвклидова базиса к 
другому 2) удовлетворяет соотношению 

ц = ЛьгіЛь. (2.53) 

Такие преобразования называются преобразованиями Лорен- 
ца. Нетрудно показать, что они также образуют группу, на- 
зываемую группой Лоренца и обозначаемую Е(я) или 
0(п — 1 , 1 ). 

С точки зрения тензорной алгебры наиболее важная роль 
метрических тензоров, о которой мы ещё не упоминали, — 
это то, что они устанавливают взаимно-однозначное соответ- 


*> Индекс С — от Сагіезіап (декартов) . — Прим. ред. 
2 > Индекс Ь — от Т°гепІ2. — Прим. ред. 
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ствне между векторами и один-формами Фиксируем какой- 
нибудь вектор V Тогда д (У, ) является при этом фиксиро- 
ванном V вещественнозначной линейной функцией от векто- 
ров, т, е. один-формой. Обозначим её через V: 

У = д (У, )• (2.54) 

Невырожденность матрицы §,,, которую мы потребовали 
выше, гарантирует взаимную однозначность этого отображе- 
ния: имеется только один вектор У, который переходит в У. 
Чтобы убедиться в этом, запишем последнее равенство в 
компонентах Обозначим компоненты У через V,. Тогда 

Ѵ,-=Ѵ(ё,)=*д(Ѵ. ё,) — д(У'ё/, е { ) 

= Ѵ’д (в/, ё 1 ) = Ѵ ! § ]і =§ Ч Ѵ І 

(последнее равенство вытекает из симметричности д). Обо- 
значим через §ч матрицу, обратную к 

♦ 8“ 8 т = 6‘*. (2.55) 

Имеем 

8 к, Ѵ 1 ^8 кі в ч Ѵ І = 6 к ,Ѵ І = Ѵ к , (2.56) 

откуда и вытекает обратимость отображения У*— >У. Итак, 
метрика позволяет однозначно отождествить векторы с один- 
формами Соответствие между «отождествляемыми» вектором 
и один-формой выражается так 

♦ У, = *„У', (2 57) 

♦ Ѵі=§’*Ѵ к . (2 58) 

Обратим внимание на следующее обстоятельство То что мы 
обозначили элементы обратной матрицы через § 1 ', позволило 
нам записать тензорное равенство (2 58), следуя обычным 
правилам суммирования Но для полноты следует показать, 
что величины §ч действительно образуют компоненты тензо- 
ра типа о ) • Это и составляет содержание следующего 
упражнения 

Упражнение 2.13. (а) Покажите, что {§ г/ } суть компоненты 
некоторого тензора д _1 типа ( д )> — либо удостоверившись, 

что они преобразуются должным образом при замене ба- 
зиса, либо установив, что они определяют билинейную 
функцию на один-формах. 

(Ь) Покажите, что если базис векторов {ё,} ортонорми- 
рован, то и дуальный базис один-форм {©'} тоже ортонор 
мирован, в том смысле, что д~ | (ш ( ,й , )== 
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Аналогично с помощью метрики можно превратить любой 
тензор А типа ( д ) в тензор типа ( | ) : 

А 1 / = ёіьА ік - (2.59) 

Этот тензор в свою очередь можно превратить в тензор типа 

Ац = ёітА т і = §ітёікА тк , (2.60) 

а от него вернуться к исходному тензору 

А‘ к = ё и ё кт Аі т . /2.61) 

Эти преобразования называются операциями поднятия и опу- 
скания индексов ; принято обозначать все эти тензоры одной 
И той же буквой (например, А), различая их между собой 
только расположением индексов у компонент. В векторном 
пространстве с метрикой иногда бывает неважно, имеет тен- 



( N \ 

( N - 1 \ 


( N +\\ 


зор тип 

( А" ) 

, или ( г+ , ) 

, или 

V /V' — 1 ) 

и т. д.; всё 


определяется в таком случае числом N + /V', которое назы- 
вается рангом тензора. 

В эвклидовом пространстве в декартовом базисе §ц = б,/, 
так что 8 1 ' — б' 7 и Ѵ‘ = V; — между компонентами вектора и 
ассоциированной с ним один-формы нет никакой разницы. 
Именно этим объясняется то, почему в элементарных курсах 
эвклидовой векторной алгебры не делается различия между 
векторами и один-формами, а также то, почему в таких кур- 
сах ограничиваются ортонормированными базисами. Но в не- 
ортонормированном базисе в эвклидовом пространстве и в 
любом базисе в пространстве с индефинитной метрикой ком- 
поненты один-формы могут быть совсем отличными от ком- 
понент соответствующего вектора. Интересный пример такой 
ситуации встретится нам в § 2.31, посвящённом специальной 
теории относительности. 

2.30. ПОДЕ МЕТРИЧЕСКОГО ТЕНЗОРА 
НА МНОГООБРАЗИИ 

Метрическое тензорное поле д на многообразии — это сим- 
метрическое тензорное поле типа ( 2 )’ обратимое в каждой 

точке. В каждой точке Р оно задает метрику в касательном 
пространстве Т Р , для которой справедливы все свойства, об- 
суждавшиеся в предыдущем параграфе. Но оно задаёт ещё 
много сверх того. 


2.30. ПОЛЕ МЕТРИЧЕСКОГО ТЕНЗОРА НА МНОГООБРАЗИИ 
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Выделение некоторого тензорного поля типа 2 ) на мно- 
гообразии М в качестве его метрики снабжает М чрезвы- 
чайно богатой структурой. Многообразие сразу же делается 
«жёстким»; на нём становится возможным определить такие 
понятия, как расстояние (см. ниже) и кривизна (см. гл. 6). 
Эти понятия настолько важны для многих приложений, осо- 
бенно для общей теории относительности, что всякий физик 
почти наверняка знаком с такого рода геометрией. Но с точ- 
ки зрения дифференциальной геометрии эти понятия яв- 
ляются структурами «более высокого уровня»: выделяя опре- 
делённое тензорное поле на особое положение, мы выходим 
за рамки «чистого» дифференцируемого многообразия. При 
таком подходе можно проглядеть богатую геометрическую 
структуру, которой обладает обычное многообразие. Такие 
важные вещи, как производные Ли и дифференциальные 
формы, не имеют никакого отношения к метрике. Соответ- 
ственно мы будем стараться в этой книге всюду, где только 
можно, обойтись без привлечения метрического тензора, даже 
в приложениях к многообразиям, на которых он задан. 
В этом параграфе мы лишь коротко рассмотрим его простей- 
шие свойства, а более подробное изучение метрической гео- 
метрии отложим до гл. 6. 

Метрический тензор может быть дифференцируемым 
столько раз, сколько потребуется, но во всяком случае он 
должен быть непрерывным. Отсюда следует, что его канони- 
ческий вид должен быть всюду одинаков, поскольку он опре- 
деляется целочисленными параметрами, которые не могут ме- 
няться непрерывно. Поэтому можно говорить о сигнатуре 
поля д. Если допустить, что матрицу преобразования Л мож- 
но выбирать в каждой точке независимо, то можно перейти 
от любого базиса векторных полей к глобально ортонормиро- 
ванному базису, в котором компоненты д канонические. Но 
такое преобразование Л не будет, вообще говоря, коорди- 
натным (т. е. не будет удовлетворять (2.43)); на самом деле, 
в общем случае нельзя найти координатный базис, являю- 
щийся также ортонормировании™ в некоторой открытой об- 
ласти V многообразия М (см. упр. 2.14). Очевидным исклю- 
чением является Я п , рассматриваемое как многообразие с 
эвклидовой метрикой 8ц в каждой точке. Но даже и в этом 
случае только декартовы координаты задают ортонормиро- 
ванный базис. Соответствующий пример был дан в упр. 2.1, 
где были рассмотрены полярные координаты в Я 2 . Коорди- 
натный базис ортогонален, но не нормирован. А если его нор- 
мировать, то он перестаёт быть координатным. 

Упражнение 2.14. Покажите, что всякое метрическое тен- 
зорное поле д класса С°° является локально-плоским „ в 
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том смысле, что в некоторой окрестности любой точки 
Р существует система координат, в которой компоненты 
§,) обладают следующими свойствами: 

(і) §ц(Р) — ±6,7 (ортонормированность в точке Р ) ; 

= 0 (ортонормированность в первом прибли- 


(іі) 


жении вблизи Р); 

(ііі) — необязательно все равны нулю (система 
дх я дх‘ |р 

координат, вообще говоря, не является подлинно ортонор- 
мированной) . 


Упражнение 2.15. Пусть на эвклидовой плоскости заданы 
полярные координаты. Найдите компоненты метрики 

(a) в базисе {д/дг, д/дѲ}; 

(b) в базисе г, Ѳ из упр. 2.1; выразите г, 0 через д/дг 
и д/дѲ, 

Упражнение 2.16. Найдите компоненты один-формы б/ и 
соответствующего ей вектора б^ в обоих базисах из 
упр. 2.15. 

Здесь следует сделать одно предостережение. В большин- 
стве руководств, где излагается векторное исчисление в кри- 
волинейных координатах в эвклидовом пространстве, исполь- 
зуются компоненты векторов в таких вот ортонормированных 
(но, вообще говоря, не координатных) базисах. Это позво- 
ляет не делать различия между векторами и один-формами. 
Но при сравнении выражений, которые мы получим ниже 
для, скажем, дивергенции векторного поля через его компо- 
ненты, с выражениями, приводимыми в других руководствах, 
следует иметь в виду возможное различие базисов. 

Важным свойством метрики является то, что с её по- 
мощью можно определить понятие длины на многообразии. 
Если Е = бх/бЯ — касательный вектор к данной кривой, то 
перемещению 6Я отвечает квадрат длины 

с \і 2 = Ах-Ах = (ѴАХ) • (ЕбЯ) 

= V ■ Е~(бЯ) 2 = д (К, К)бЯ 2 (2.62) 

(Здесь б — символ бесконечно малой величины, а не гра- 
диента.) Если метрика положительно-определённа, то 
д (Е, V) > 0 для всех V ф 0. В этом случае б/ 2 положительно, 
и мы имеем для элемента длины кривой выражение 

б/ = (д {V , Ё)) І/2 б Я. (2.63) 

Однако в случае индефинитной метрики квадрат длины уже 
не имеет определённого знака. Кривые могут иметь как поло' 
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жительное АР (“пространственно-подобные” кривые), так и 
отрицательное (“времени-подобные”). В таком случае можно 
считать вещественное число 

<В = 1 9 (V , Ѵ)\ Щ АЪ (2.64) 

“собственной длиной” для пространственно-подобных кривых 
и “собственным временем” для времени-подобных. Эта вели- 
чина равна нулю для “нулевых” кривых. При работе с инде- 
финитной метрикой нужно следить за тем, чтобы не спутать 
вектор с нулевой длиной с вектором, равным нулю ( имеющим 
нулевые компоненты) . 

2.31. СПЕЦИАЛЬНАЯ ТЕОРИЯ ОТНОСИТЕЛЬНОСТИ 

Одним из важнейших для физики многообразий является 
векторное пространство /? 4 , снабжённое метрикой сигнатуры 
+2 и рассматриваемое как многообразие; это — простран- 
ство Минковского, пространство-время специальной теории 
относительности. В элементарных руководствах по специаль- 
ной теории относительности часто не вводят явно метриче- 
ский тензор, но в них содержится всё необходимое для того, 
чтобы его ввести. В частности, мы знаем, что имеется приви- 
легированное семейство систем координат в пространстве- 
времени, называемых лоренцевыми системами отсчета, и что 
если два события разделены координатным интервалом 
(Д^, Дх, Д у, Дг) в такой системе отсчёта, то величина 

Д 5 2 = — с 2 (Д0 2 + (Дх) 2 + (Ді/)2 + (Д2) 2 (2.65) 

не зависит от выбора лоренцевой системы отсчёта. (Здесь 
с — скорость света.) Изменим масштабы по осям координат, 
полагая х 10 = сі, х 1 = х, х 2 = у, х 3 = г. (В теории относитель- 
ности общепринято нумеровать координаты, начиная с 0, а не 
с единицы.) Условимся также использовать для простран- 
ственно-временных индексов греческие буквы. Это поможет 
нам отличать выкладки, относящиеся только к теории отно- 
сительности, от более общих. Тогда равенство (2.65) пере- 
пишется в виде 

Дэ 2 = — (Дх°) 2 -НД* ! )Л+(Д* 2 ) 2 .+ (Д* 3 ) 2 = ПарД^ДхР, (2.66) 

где Пар — матрица вида 

ті«р = йіа&(— 1, 1, 1, 1). (2.67) 

Мы будем считать величину (2.66) псевдонормой (§ 1.5) век- 
тора Дх с компонентами (Дх°, Дх 1 , Дх 2 , Дх 3 ). Легко видеть, что 
$та псевдонорма удовлетворяет аксиомам (№і) и (№ѵ) из 
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§ 1.5 и, значит, ей отвечает скалярное произведение. Послед- 
нее, очевидно, имеет вид 

Ѵ-Ш = Ца$Ѵ а №, ( 2 . 68 ) 

так что фактически г| а р есть метрический тензор, записанный 
в каноническом виде, а лоренцева система отсчёта есть соот- 
ветствующий ортонормированный базис. 

На примере этой метрики легко проиллюстрировать раз- 
личие между компонентами вектора и ассоциированной с ним 
один-формы. В лоренцевой системе отсчета 

Ѵ 0 = г]оаё/“ = —ІР, (2.69а) 

ІІ Х = Ц Х , Ѵ у = Ѵу, Ѵ г =Ѵ г . (2.69Ь) 

Рассмотрим вектор-градиент функции / — вектор, ассоцииро- 
ванный с один-формой сі/. Градиент 3/ имеет компоненты 
(д(/дх а , дІ/дх\ ...), а вектор-градиент сі/ — компоненты 
( — д і/дх°, д}/дх г , ...). Во многих руководствах по специ- 
альной теории относительности градиент вводится как век- 
торный оператор с компонентами (— -д/дх°, д/дх 1 , ...). Появ- 
ление неестественного знака «минус» объясняется именно 
тем, что градиент в действительности является один-формой. 

Многообразие М с метрикой д называется пространством 
Минковского, лишь если в нём существует глобальная си- 
стема координат (покрывающая всё М), в которой компо- 
ненты д равны г)а|з- С этой системой координат особенно 
удобно работать, но она не является единственно возможной 
для М. С тем же успехом можно рассматривать и другие си- 
стемы координат, например связанные с ускоряющимся на- 
блюдателем. Если следовать общим правилам дифференци- 
альной геометрии, то при этом будут получаться физически 
верные результаты. 

2.32. БИБЛИОГРАФИЯ 

По поводу более аккуратного и строгого обсуждения того, что пони- 
мается под многообразием, и в особенности по поводу важного понятия 
расслоенного пространства, см. У. Сіючиеі-Вгиііаі, С. ПеАУЩ-МогеИе & 
М. ПіПагсі-ВІеіск, Апаіузіз, Мапііоісіз, апб РНузісз (МогШ-НоПапб, Атзіег 
ба т, 1977). По поводу доказательства теоремы о неподвижной точке, ис- 
пользующего теорию когомологий, см. М. Зріѵак, А Сотргеітепзіѵе Іпіго- 
бисііоп Іо ЕИііегепііаІ Оеотеігу (РиЫізЬ ог РегізН, Возіоп, 1970), ѵоі, 1, 
рр. 8 — 54 (после прочтения § 4.24 ниже!). Касательное расслоение и свя- 
занные с ним структуры обсуждаются также в книгах: К. Неттапп, Ѵесіог 
Випсііез іп МаШетаІісаІ РНузісз, іхѵо ѵоіитез (Вещаппп, КеасНп^, Мазз., 
1970); Р. АЬгаЬат & У Е. Магзбеп, Роипбаііопз оі МесНапісз, 2пб еб. 
(Веп)атіп/Ситтіп23, Реабіп^, Мазз., 1978). Обсуждение расслоенных про- 
странств в контексте современных исследований по квантовой теории поля 
и гравитации можно найти в статье В. Сагіег, Шбегіуіп^ таіЬетаіісаІ 
вігисіиге о{ сіаззісаі §гаѵііаиоп Шеогу, іп: РесеЩ Пеѵеіортепіз щ Сігаѵі- 
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іаіюп, ей М Ьеѵу & 5 Эевег (Ріепшп, Ие\ѵ Уогк, 1979) См также статью 
А Тгаиішап, Кер МаІЬ РЬуз , 10, 297 (1976) 

Функциональные пространства рассматриваются в СЬоциеі-ВгиЬа! е! 
аі , а также во многих других руководствах по функциональному анализу, 
например в книге Р Кіезг & В Зг-Иаду, Рипсіюпаі Апаіузіз (Шдтаг, Ыеда 
Уогк, 1955) [имеется перевод Секефальви-Надь Б, Рисе Ф Лекции по 
функциональному анализу - М Мир, 1979] Теория обобщённых функций 
(дельта-функция Дирака и пр ) разбирается в книгах СЬоциеі Вгиба! е! 
аі (1977), О рпесііапсіег, ТЬе УѴаѵе Ециаіюп оп а Сигѵей Зрасе Типе 
(СашЬп<Зд;е ЕІпісегзЬу Ргезз, 1976) 

Результаты из матричной алгебры, используемые при приведении ме- 
трического тензора к каноническому виду, можно найти в книгах, указан- 
ных в гл 1 Хорошим справочником по векторному анализу в криволи- 
нейных координатах в эвклидовом трехмерном пространстве может слу- 
жить книга \Ѵ Ма^пиз & Р ОЬегЬеІІіпяег, Рипсіюпз о! МаІЬетаіісаІ РЬу- 
зіез, сЬ 9 (СЬеІзеа, №\ѵ Уогк, 1949) Метрическая структура многообра- 
зия специальной теории относительности (пространства Минковского) опи- 
сана на элементарном уровне в книге Е Р Тауіог & Л А ѴѴНееІег, Зрасе 
ііте РЬузісз (Ргеетап, Зап Ргапсізсо, 1963) Разложение этого вопроса, 
принадлежащее самому Минковскому, см в ТЬе Рппсіріе о) Реіаііѵііу 
ейЬей ашЗ ігапзіаіей Ьу \Ѵ Реггей & Ь В ЛеГРгеу фоѵег, №хѵ Уогк, 1924) 
В качестве примера руководства, где градиенты в специальной теории от- 
носительности обсуждаются без помощи один-форм, сошлемся на «Фейн- 
мановские лекции по физике» (ТЬе Реуптап Ьесіигез оп РЬузісз, Р Р Ре- 
уптап, К В Ьеі^Ьіоп & М ЗашРз, ѵоі 2, § 25 3 (Аббізоп-ХѴезІеу, Веасіт^, 
Мазз , 1950) [имеется перевод Фейнман Р , Лейтон Р , Сэндс М , Фейнма- 
новские лекции по физике, вып 6 — М Мир, 1977] 

Углы Эйлера и другие параметризации на группе вращений подробно 
разобраны в книге Н Ооісізіеіп, СІаззісаІ МесЬапісз (АсІсЬзоп-ШезІеу, Кеа- 
йш§, Мазз, 1950) [имеется перевод Голдстейн Г Классическая меха- 
ника 2-е изд — М Наука, 1975] Для изучающего предмет будет полез- 
ным сопоставить изложение Голдстейна с нашим анализом группы враще- 
ний в гл 3 ниже 


3. ПРОИЗВОДНЫЕ ЛИ И ГРУППЫ ли 


3.1. ВВЕДЕНИЕ: КАК ВЕКТОРНОЕ ПОЛЕ 
ОТОБРАЖАЕТ МНОГООБРАЗИЕ В СЕБЯ 

В предыдущей главе мы познакомились с системой индекс- 
ных обозначений. Эта система нужна для решения числен- 
ных задач, но довольно часто она мешает раскрытие глубо- 
ких геометрических идей, составляющих существо дела. В са- 
мом начале мы дали определения векторов и тензоров, неза- 
висимые от выбора базиса, а теперь, сохраняя тот же стиль, 
опишем один из наиболее полезных инструментов, используе- 
мых в геометрии, — производную 
Ли вдоль конгруэнции, опреде- 
ляемой векторным полем. 

Мы уже упоминали о понятии 
конгруэнции в § 2.12; это — мно- 
жество попарно непересающихся 
кривых, заполняющих многообра- 
зие или некоторую его часть. Каж- 
дая точка из рассматриваемой 
области многообразия М принад- 
лежит одной и только одной кри- 
вой. Поскольку каждая кривая яв- 
ляется одномерным множеством 
точек, множество кривых, обра- 
зующих конгруэнцию, имеет раз- 
мерность п — 1. (При соответ- 
ствующей параметризации это 
множество кривых само ста- 
новится многообразием.) Ключевым фактом, определяющим 
все последующие результаты, является то, что конгруэнция 
задаёт некоторое естественное отображение многообразия 
в себя. Если параметр на кривых обозначить через Я, то вся- 
кое достаточно малое число ДЯ будет определять отображе- 
ние, которое каждую точку переводит в точку той же кривой 
на «расстоянии» ДЯ от неё (см. рис. 3.1). Это отображение 
взаимно-однозначно, по крайней мере в области, где вектор- 
ное поле ведёт себя достаточно хорошо (хватает гладкости 
класса С 1 ). Если векторное поле — класса С от , то мы полу- 
чаем диффеоморфизм (см. § 2.4). В случае когда такое ото- 
бражение существует для всех ДЯ, мы получаем одномерное 



Рис. 3.1. Отображение Много- 
образия М в себя, переводящее 
каждую точку в точку той же 
кривой данной конгруэнции, 
отвечающую значению пара- 
метра, которое на некоторое 
фиксированное число АЯ боль- 
Ще значения параметра в ис- 
ходной точке. 
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дифференцируемое семейство таких отображений (факти- 
чески — однопараметрическую группу Ли с законом компо- 
зиции АХ 1 + ДХ 2 ). Такое отображение мы будем называть 
переносом і; вдоль конгруэнции или переносом Ли (ли- пере- 
носом) . 

3.2. ДЕЙСТВИЕ ПЕРЕНОСА ЛИ НА ФУНКЦИИ 

Пусть / — некоторая функция на многообразии. В резуль- 
тате переноса вдоль конгруэнции на АХ функции / очевид- 
ным образом ставится в соответствие новая функция /* : 
если точка Р некоторой кривой (см. рис. 3.1) переходит в 
точку С) той же кривой на параметрическом расстоянии АХ 
от Р, то значение новой функции в точке <2 равно значе- 
нию і в точке Р: 

♦ НР) = Пь ОЭ). 

(Здесь звёздочка в обозначении функции Г АХ означает просто 
«новая».) Если случится так, что для каждой точки ф значе- 
ние Г и (<3) окажется равным )((3) — старому значению в точ- 
ке 0, т. е. 

то мы говорим, что функция / инвариантна относительно пе- 
реноса Ли на АХ. Если функция инвариантна для всех АХ, то 
говорят, что она является ли-тчнутой 2 К Ясно, что всякая ли- 
тянутая функция } должна быть постоянной вдоль любой 
кривой данной конгруэнции, т. е. 6//6Х = 0. 

3.3. ДЕЙСТВИЕ ПЕРЕНОСА ЛИ НА ВЕКТОРНЫЕ ПОЛЯ 

Прежде чем говорить о действии описанного выше отобра- 
жения переноса Ли на векторные поля, напомним, что всякое 
векторное поле определяется конгруэнцией кривых, для кото- 
рой оно является касательным полем. На рис. 3.2 показаны 
две конгруэнции: одна, для поля б/бХ, порождает отображе- 
ние данного многообразия; это порождённое ею отображение 
действует на другую конгруэнцию, определяющую произ- 
вольное поле б/бр. Действие это очень простое: любая кри- 
вая р-конгруэнции отображается в новую кривую, получае- 
мую в результате переноса Ли точек первой кривой; значе- 
ния параметра р также переносятся в новые точки. Итак, мы 


11 В оригинале с!га§д;іпді (буквально: волочение). Иногда используют 
также термин «увлечение». — Прим. ред. 

2> В оригинале Ьіе Дга^^еД. — Прим. ред. 
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определили новую конгруэнцию с параметром р* дг Эта но- 
вая конгруэнция имеет касательное векторное поле с1/с1|д.д Ѵ 
которое и называется образом векторного поля б/сір при 
рассматриваемом переносе Ли. 

Вообще говоря, р‘ и - конгруэнция будет отлична от р-конг- 
руэнции. Если эти конгруэнции одинаковы, то мы всюду 
имеем г1/(1р* и = сі/бр и в таком случае говорим, что вектор- 
ное поле и конгруэнция инвариантны относительно нашего 



Рис. 3.2. Как новое векторное поле 4/с1рд^ получается из старого поля 
й/сір в результате переноса Ли его путей (интегральных кривых) и его 
параметра р. Кривые (])— -(4) — это' кривые Х-конгруэнции. Кривая 
(.4) — это р-крнвая, проходящая через точку Р\ в результате переноса 
Ли на расстояние АХ она отображается в кривую (А'), проходящую через 
точку <3. Кривая (В)— это р-нривая исходной конгруэнции, также прохо- 
дящая через точку <2. Образ кривой (В), получаемый в результате пере- 
носа, не показан. Вообще (В) и (Л') — различные кривые. Если же они 
совпадают, то мы говорим, что р-конгруэііцпя является ли-тянутой. 


отображения переноса Ли на АХ. Если эти векторное поле 
и конгруэнция инвариантны при всех АХ, то мы говорим, что 
они ли-тянуты векторным полем сі/сІХ. 

Ли-тянутое векторное поле имеет простой геометрический 
смысл, который поясняется на рис. 3.3. Ясно, что (в пределе 
для бесконечно малого АХ и бесконечно малого расстояния 
между кривыми (2) и (3) ) если поле б/бр в точке Р «ведёт» 
по кривой (Л) точно из точки Р в точку Р, то б/брд^ ведёт 
по кривой (Л') точно из точки <3 в точку 5. В случае когда 
б/бр — ли-тянутое векторное поле, кривая (В) (см. рис. 3.2) 
совпадает с кривой (Л') и (б/брд^ = (б/бр)^ а следователь- 
но, б/бр также ведёт из (2 в 5. Вспоминая наше обсуждение 
скобок Ли в § 2.14, заключаем, что [б/бХ, сЗ/сЗрі] = 0: вектор* 
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ное поле является ли-тянутым, если его скобка Ли с полем, 
осуществляющим перенос («тянущим» полем), обращается 
в нуль: 

[А/ АХ, сі/бр] = 0. (3.1) 

Можно посмотреть на дело и иначе. Предположим, что на 
рис. 3.3 нам задана не вся конгруэнция, а лишь единственная 
кривая (Л) с параметром р. Тогда, выполняя перенос Ли 
этой кривой для всех возможных 
значений АХ, можно породить всю 
конгруэнцию. Одной из таких по- 
рожденных кривых будет (Л'). 

Обозначим порождённое таким 
образом поле через сі/сірь. В си- 
лу построения вектор А/ АХ всегда 
касателеи к кривой с фиксиро- 
ванным значением рь, а вектор 
сі/сірь — к кривой с фиксирован- 
ным значением X. Отсюда сле- 
дует, что эти векторные поля 
должны коммутировать. 

3.4. ПРОИЗВОДНЫЕ ЛИ 

Понятие переноса позволяет 
дать определение производ- 
ной вдоль конгруэнции. Любые попытки определить произ- 
водные векторных и тензорных полей сопряжены с опреде- 
лёнными трудностями. Предположим, мы хотим определить 
производную векторного поля как предел разности между 
векторами в различных точках, поделённой на расстояние ме- 
жду ними. Первая проблема — определить «расстояние» между 
точками. Если заданные точки лежат на одной кривой конг- 
руэнции, то расстояние между ними можно определить как 
разность значений параметра в этих точках. (В результате 
мы получим производную по параметру; в случае многообра- 
зий без метрики на большее рассчитывать и не приходится.) 
Вторая и более серьёзная проблема — как сравнивать век- 
торы в различных точках, т. е. как ответить на вопрос, будут 
векторы в разных точках «параллельны» или нет. В случае 
эвклидовой плоскости ответ на этот вопрос прост и однозна- 
чен. Для искривлённой поверхности ответ уже может не быть 
однозначным. В случае же произвольного дифференцируе- 
мого многообразия вопрос о параллельности векторов в раз- 
личных точках вообще не имеет смысла, поскольку не суще- 
ствует правил, по которым можно было бы осуществлять па- 
раллельное перенесение векторов. Чтобы определить «абсо- 



Рис. 3.3. Средняя часть рис. 3.2. 
Кривая (В) не изображена. 
К кривым (Л) и (А') в точках 
Р и С? соответственно проведе- 
ны касательные векторы. 
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лютную» параллельность, многообразие следует наделить 
ещё одной структурой, называемой аффинной связностью. 
Это делается в гл. 6, посвящённой римановой геометрии. 
Здесь мы рассмотрим другую конструкцию, полезную при ре- 
шении любой задачи, в которой центральную роль играет 
конгруэнция. Конгруэнция сама даёт возможность ввести по- 
нятие параллельности в различных точках. Для сравнения 
векторов в точках і, п И ДХ, принадлежащих некоторой 
кривой, достаточно выполнить перенос Ли вектора в точке 
л - 4 - АХ обратно в точку X. В результате в точке X получится 
новый вектор, вычитая который из старого можно найти раз- 
ность между ними. Заметим, что эта разность определена од- 
нозначно, следовательно, заданная конгруэнция однозначно 
определяет производную. Но эта производная зависит от 
конгруэнции. 

Выведем аналитические формулы для вычисления произ- 
водной. Для начала рассмотрим скалярную функцию. Вычис- 
лим значение скаляра в точке Хо + АХ, перенесем его обратно 
в точку Хо, вычтем из него значение скаляра в точке Хо, раз- 
делим эту разность на АХ и перейдем к пределу при ДХ->0. 
Более подробно, значение скалярного поля / в точке Х 0 + АХ 
равно ДХо + АХ). В результате переноса этого значения мы 
получим новое (ли-тянутое) поле р, удовлетворяющее соот- 
ношению <Д*/с1Х = 0. Очевидно, его значение в точке Х 0 то 
же самое, что и в точке Хо + АХ: Р(Хо) = /(Хо + ДХ). Следо- 
вательно, определённая выше производная имеет вид 


Пт 

ДХ-И) 


Г (Хо) - ! (Хо) 

дх 


Пт 

Д \ “^0 


I (Яо + ДХ) - / (Х 0 ) ( сП \ оч 

дх — ІгіхА/ 


Полученная формула для производной Ли функции / не 
является, конечно, неожиданной. Для оператора взятия про- 
изводной Ли имеется специальное обозначение: ; здесь 

V — векторное поле, порождающее отображение переноса 
(в нашем случае поле гі/НХ), Мы доказали, что для функ- 
ций 

♦ €уІ = Ѵ(1) = сі[/М. (3.3) 

Теперь проделаем то же для векторного поля V — П/Нр. 
Поскольку вектор определяется своим действием на функции, 
мы используем в дальнейших рассуждениях произвольную 
функцию /. В точке Х 0 поле О даёт производную (П//Пр) ѵ 
а в точке X + АХ — производную (й{/(\\\) ко+&г Перенося 
О (Х 0 + АХ), как в конце § 3.3, мы получаем новое, ли-тянутое 
поле О* = П/сІр*, удовлетворяющее соотношениям [Б*, V] = 0 
и О* (Хо + ДХ) = С (Хо + ДХ) . Из обращения коммутатора в 
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нуль следует, что всюду 

<3 <3 г 0 й , /о А' 

сія (1ц* ' — {дА ‘ 

Поэтому (для аналитических векторных полей) 

(ір І \' ~ ( тр і\, + л„ - ■ 41 (ж (ж 0 ),. , + О (-ВД 
Дж4. + дЖ А ДтМжО)л. + °^> 
== (^гОі, + ІХ (жі^гОХ, 

- а Чтіг(жО) 1 + °< 4 ^- 

Определим производную Ли ^11 как векторное поле, дей- 
ствие которого на / задаётся соотношением 

[ЗуЩ (/) = Пт [. У<Яо) -(/ ( Я°) } (/ 

= ійі(^0 1 ,-(ж'У/ ія 
= »™» И® - 'зЛ — ТігжО' * 3 °) 


Ясно, что разность между р* и р— - первого порядка по Д/.; 
отсюда следует, что для получения предела последнего выра- 
жения нужно просто заменить р* на р. Поскольку это равен- 
ство верно для всех /, мы имеем 

♦ ^ѵ° = Ж 0 —Ьѵ = [Ѵ,0]. (3.6) 

Этот результат также является совершенно естественным. 
Действительно согласно определению производной Ли вдоль 
V, векторное поле имеет нулевую производную Ли, если оно 
ли-тянуто, т е. если оно коммутирует с V. Поэтому можно 
было с самого начала ожидать, что производная Ли одного 
векторного поля вдоль другого совпадает с их коммутатором. 
В силу антисимметрии скобки Ли мы получаем 

е- ѵ й=-етіѵ. (з.7) 

Упражнение 3.1. (а) Покажите, что для произвольных 
дважды дифференцируемых полей V и О выполняется (на 
функциях и полях) тождество 

\&ѵ> = &[ѵ. вД 


(3.8) 
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(Ь) Докажите тождество Якоби для производных Ли 
на функциях и векторных полях 

&у\> &х\> 

(3.9) 

здесь X, ?, I — произвольные трижды дифференцируемые 
векторные поля. 

[Указание: для проверки утверждения (а) на векто- 
рах покажите, что (3.8) равносильно (2.14); для проверки 
утверждения (Ь) на векторах воспользуйтесь равенством 
(3.8) и непосредственно вытекающим из определения про- 
изводной Ли соотношением = зВ~а+~в .] 

Упражнение 3.2. (а) Докажите формулу Лейбница 

е- ѵ т = (зе-уГ) о + (з.і о) 

используя определения производной Ли на функциях 
и векторных полях. 

(Ь) Из (2.7) следует, что компоненты в коорди- 

натном базисе имеют вид 

{;Ёі йу = ѴІ Л Г и>-иіЛ г ѵ‘. ,2.7) 

Используя утверждение (а), покажите, что для векторных 
полей, заданных в произвольном базисе {ё,}, 

(збѵѴу = ѵ>ё, ({/') - Ѵ% (Г) + ѵю к (збе-^у, (3.11) 

где ёі(Ѵі) — производная функции V 1 вдоль векторного по- 
ля ё/. 

Упражнение 3.3. Рассмотрим систему координат, для ко- 
торой V является одним из векторов координатного ба- 
зиса, скажем д/дх 1 . Покажите, что для любого векторного 
поля Ш выполняется соотношение 

+ (^г Щ 1 = дУ 1 1дх\ (3.12) 

т. е. определение производной Ли — это бескоординатная 
форма определения частной производной. 

З.б. ПРОИЗВОДНАЯ ЛИ ОДИН-ФОРМЫ 

Поскольку поля один-форм и тензоров более высокого 
ранга определяются через векторные поля и скалярные функ- 
ции, можно из уже данных определений производной Ли для 
векторов и скаляров получить определение производной Ли 
для один-форм. Идея определения та же самая. Скажем, что 
поле один-форм ли-тянуто, если его значение на любом ди- 
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тянутом векторном поле постоянно *>. Чтобы найти производ- 
ную Ли, переносим 2 ) один-форму из точки Хо + АХ обратно 
в точку Х 0 , затем вычитаем один-форму в этой точке и т. д. 
В результате мы получим, что если <5 — поле один-форм, то 
— производная Ли от й вдоль V — есть поле один- 
форм, определяемое следующим правилом (правилом Лейб- 
ница для производноіх первого порядка): 

€ѵ I й №)] = (ле Т/ й) т + & (& ѵ щ (з.із) 

для произвольного векторного поля ѴР. Поскольку й(1Е) — 
просто функция, производная ^р-й определена через уже 
известные нам операции — через производные Ли от функций 
и векторных полей. 

Упражнение 3.4. Пользуясь формулой (3.13) и соотношением 
(2.7) для компонент поля = [И, Щ, покажите, что 

^рй имеет в координатном базисе компоненты, равные 

❖ (^рй). = Ѵ ! — % + со ( . Л. у 1 . (3. 1 4) 

Естественное обобщение формулы (3.13) на тензоры более 
высокого ранга приводит к следующим свойствам производ- 
ной Ли: 

(А ® В) = (^рА) ® В + А ® (^ Р В), (3.15) 

^р(Т(й, й, ...)) = {зе~ ѵ Т)(й, ...; О, ...) 

+Т (^- ѵ й, . . . ; и, ... )+ . . . +Т (й, . . . ; 

(3.16) 

где А, В, Т — произвольные тензоры, а й, ... и О, ... — про- 
извольные один-формы и векторы соответственно. 


3.6. ПОДМНОГООБРАЗИЯ 

Подмногообразие многообразия М — это такое многооб- 
разие, которое является гладким подмножеством в М. Если 
М — обычное трёхмерное эвклидово пространство, то обыч- 
ные гладкие поверхности и кривые служат его подмногообра- 
зиями. Для четырёхмерного пространства-времени Минков- 
ского (§ 2.31) подмногообразиями будут, например, трёхмер- 
ное пространство событий, происходящих с точки зрения не- 
которого фиксированного наблюдателя одновременно с дан- 
ным событием (т. е. множество точек с одинаковой времен- 


1; Вдоль интегральных кривых «тянущего» поля. — Прим. ред. 
2) При помощи ли-тянутого поля один-форм. — Прим. ред. 
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ной координатой {) , а также гиперболоид всех событий, от- 
стоящих на постоянный интервал Ах 2 от заданного события. 
Иногда вместо слова «подмногообразие» употребляют слово 
«гиперповерхность», в иных же учебниках под гиперповерх- 
ностью понимают только такое многообразие, размерность 
которого на единицу меньше размерности М. 



рис. ЗА. Изображены двумерное подмногообразие 5 трёхмерного многооб- 
разия М и система координат в окрестности точки Р, удовлетворяющая 
определению, данному в тексте. Координатная линия х 1 пересекает 5 
только в точке Р. 

Хотя понятие подмногообразия довольно наглядно, слово 
«гладкий», которое мы употребили выше, нуждается в уточ- 
нении. В разных руководствах предлагаются разные (и не 
эквивалентные) определения гладкости. Мы примем такое 

определение, которое обеспечива- 
ет наибольшую гладкость и более 
всего отвечает нашему определе- 
нию многообразия. Итак, т-мср- 
ное подмногообразие 8 «-мерно- 
го многообразия М — это множе- 
ство точек многообразия М, об- 
ладающее следующим свойством: 
в некоторой открытой окрестно- 
сти в М произвольной точки Р 
из 5 существует такая система 
координат для М, в которой 
точки 5, лежащие в этой окрест- 
сти, определяются соотношениями х 1 — х 2 — ... = х п ~ т — 0 
(см. рис. 3.4). Одномерные подмногообразия — это кривые-, 
предъявляемые к ним требования гладкости иллюстрирует 
рис. 3.5. Из данного выше определения очевидным образом 
вытекает, что всякое подмногообразие 5 само является мно- 
гообразием, ибо покрывается соответствующими координат- 
ными окрестностями (картами). В том частном случае, когда 
т = п, всякое открытое подмножество многообразия М бу- 
дет его подмногообразием. 

Наш интерес к подмногообразиям объясняется главным 
образом тем, что решения дифференциальных уравнений, 
записываемые обычно в виде {уі = /) (х\ .... х т ), і — 
1, ..., р), можно представлять себе как подмногообразия 



Рис. 3.5. Кандидат в одномер- 
ные подмногообразия двумер- 
ного многообразия, который не 
проходит, так как пересекает 
сам себя в точке Р. В этой точ- 
ке нельзя построить требуемые 
координаты. Таким образом, не 
все, а лишь некоторые кривые 
являются подмногообразиями. 
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с координатами {х х , . .., х т } некоторого большего многооб- 
разия с координатами {у и у р , х 1 х т }. Однако изу- 

чение подмногообразий мы начнём в ином аспекте, и лишь 
в гл. 4 увяжем его с дифференциальными уравнениями. 

Пусть Р — точка подмногообразия 5 (размерности т) 
многообразия М (размерности п) . Всякая кривая в 5, прб- 
ходящая через точку Р, будет также кривой в М, проходя- 
щей через Р; отсюда очевидным образом следует, что каса- 
тельный вектор к такой кривой в точке Р является элемен- 
том как пространства Т Р , касательного к М в точке Р, так и 
пространства Ѵр, касательного к 5 в точке Р. В действитель- 
ности Ѵ Р есть векторное подпространство размерности т в Тр. 
С другой стороны, произвольный вектор, принадлежащий Т Р , 
по не принадлежащий Ѵр, не имеет однозначной «естествен- 
ной» проекции на Ѵ Р (напомним, что в общем случае понятие 
ортогональности не вводится). 

Для один-форм в точке Р ситуация в точности обратная. 
Пусть Тр — сопряжённое к Т Р пространство; это совокуп- 
ность всех один-форм в точке Р, каковые суть функции, опре- 
делённые на всём Тр. Аналогично пусть Ѵ‘ Р — сопряжённое 
к Ѵ Р , т. е. пространство один-форм в точке Р, рассматривае- 
мой уже как точка многообразия 5. Произвольная один-фор- 
ма из Тр определяет один-форму из Ѵр, получаемую просто 
ограничением со всего Т Р на его подпространство Ѵ Р . Наобо- 
рот, данному элементу из Ѵ* Р нельзя однозначно сопоставить 
элемент из Тр, ибо, зная лишь значения одпн-формы на Ѵп , 
вообще говоря, нельзя сказать, каковы будут её значения па 
векторах, не принадлежащих Ѵр. 

Итак, вектор, определённый на подмногообразии 5, будет 
также вектором на многообразии М, а один-форма на М бу- 
дет также один-формой на 5. Обратные же утверждения не- 
верны. К один-формам и подмногообразиям мы вернёмся 
в гл. 4, а пока сосредоточим внимание на векторных полях. 

3.7. ТЕОРЕМА ФРОБЕНИУСА НА ЯЗЫКЕ ВЕКТОРНЫХ ПОЛЕЙ 

В произвольной карте подмногообразия 5 имеются коор- 
динаты {у“, а — 1, ..., іп} и базис {б/ду а } векторных полей 
на 5. Эти базисные поля коммутируют: 

[д/ду“, д/ду ь ]=0. (3.17) 

Упражнение 3.5. (а) Покажите, что если V и П? — линей- 
ные комбинации (необязательно с постоянными коэффи- 
циентами) пг попарно коммутирующих векторных полей, 
то и скобка Ли V и Ш будет линейной комбинацией тех 
же іп полей. 
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(Ь) Докажите тот же результат для случая, когда по- 
парные скобки Ли т векторных полей не обязательно ну- 
левые, а являются линейными комбинациями этих же т 
полей. 

Из упр. 3.5 (а) следует, что скобка Ли двух произволь- 
ных векторных полей на подмногообразии 3 касается того же 
подмногообразия 5, ибо эти поля являются линейными ком- 
бинациями коммутирующих полей {д/ду а }. Важный факт со- 
стоит в том, что верно и обратное утверждение: если т век- 



Рис. ,3.6. (а) Слоение многообразия Р 3 . образованное параллельными пло- 
скостями. Каждая точка Р 3 принадлежит одной плоскости данного слое- 
ния. Показано только несколько таких плоскостей. (Ь) Слоение многооб- 
разия образованное концентрическими сферами. Центр этих сфер яв- 
ляется особой точкой слоения. 

торных полей класса С°°, определённых в некоторой области 
11 многообразия М, имеют попарные скобки Ли, являющиеся 
линейными комбинациями этих же пі векторных полей, то 
интегральные кривые этих полей образуют некоторое семей- 
ство подмногообразий. Размерность, которую имеет каждое 
такое подмногообразие, равна размерности векторного про- 
странства, натянутого на эти поля в произвольной точке, т. е. 
самое большее пі, но может быть и меньше (этот случай рас- 
сматривается в § 3.9). Каждая точка области V принадлежит 
одному и только одному такому подмногообразию, при усло- 
вии что размерность векторного пространства, порождённого 
полями, одна и та же всюду в И. Такое семейство подмно- 
гообразий заполняет II во многих отношениях вполне анало- 
гично тому, как это делает конгруэнция кривых (см. § 2.12), 
и называется слоением области 0. Каждое подмногообразие 
является листом этого слоения. Два примера слоений можно 
увидеть на рис. 3.6. 

Сформулированное утверждение носит название теоремы 
Фробениуса. Доказательство этой теоремы вкратце излагает- 
ся в следующем параграфе, но основную идею легко понять 
И так. Если интегральные кривые различных полей опреде- 
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ляют некоторое подмногообразие, они должны оставаться ка- 
сательными к нему: ни одна кривая не может начать «выпя- 
чиваться», «вылезать» пз него. Такое касание может быть 
гарантировано в том случае, если все указанные скобки Ли 
сами будут касательными к нему, поскольку каждая такая 
скобка Ли — это просто производная одного пз нацшх век- 
торных полей вдоль другого. Если ни одно из векторных по- 
лей не имеет производной, торчащей пз данной гиперповерх- 
ности, то ни одна интегральная кривая не покинет этой ги- 

! 


(Ь,) 

Рис. 3.7. В Р 1 * 3 векторное поле сІх/сІЯ = — зіп Я, йу/дХ — соз X, йг/йХ = 1 
‘'поднимается” по спирали в вертикальном направлении >>, с радиусом спи- 
рали 1. (а) Это спиральное поле и базисное векторное поле, отвечающее 
координате х, образуют семейство поверхностей, причём каждая точка 
пространства Р 3 принадлежит одной из поверхностей семейства. Одна та- 
кая поверхность представлена на рисунке; она выглядит как волнистая 
(но не закрученная в спираль!) лента. На рисунке мы смотрим на неё 
чуть сверху (если считать плоскость х, у горизонтальной) и видим неко- 
торые участки одной стороны ленты (горизонтальные линии) и некоторые 
участки другой её стороны (спиральные линии). (Ь) Два векторных поля, 
не образующих подмногообразия: спиральное поле и базисное поле, отве- 
чающее координате г. Ни для какой точки плоскость, определяемая двумя 
этими полями в этой точке, не будет касаться “соседних” (сверху или 
снизу) спиральных кривых. 

перповерхности. На рис. 3.7 представлено несколько приме- 
ров. Когда мы займёмся изучением дифференциальных форм, 
мы познакомимся с еще одним вариантом теоремы Фробе- 
пнуса н увидим, что эта фундаментальная теорема даст ус- 
ловия существования решении систем дифференциальных 
уравнений в частных производных («условия интегрируемо- 
сти»), 

3.8. ДОКАЗАТЕЛЬСТВО ТЕОРЕМЫ ФРОБЕНИУСА 

Пусть в некоторой открытой области V многообразия М 
заданы т! векторных полей, которые в каждой точке Р этой 
области порождают некоторое подпространство пространства 

1) Надо представить себе, что горизонтальная плоскость (скажем, пло- 

скость х , у) совершает поступательное движение вверх по спирали. — 

Прим, ред, 
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Тр, имеющее размерность гп^пі'. (Множество ' всех таких 
подпространств называется тп-мерным распределением на М\ 
эти распределения не следует путать с распределениями типа 
дельта-функции, рассмотренными нами в § 2.18.) По крайней 
мере в некоторой окрестности V произвольной точки Р из II' 
можно выбрать іп полей, образующих линейно-независимый 
базис для всего нашего множества полей; эти поля {Т7 (Л)Г 
а — 1, ..., пі) будут (согласно упр. 3.5 (Ь)) обладать в V 
следующим свойством: 

[1Ла)> 1 (6)] — 2 УаЬсѴ(с)- (3.18) 

С 

Поэтому на самом деле нет необходимости рассматривать 
случай, когда эти поля не являются линейно-независимыми: 
такое множество всегда сводится локально к линейно-незави- 
епмому множеству меньшей размерности. Размерность много- 
образия Л1 пусть будет п. 

Когда имеется только одно векторное поле V (т. е. ш = 1), 
теорема тривиальна. Ясно, что если Ѵ(Р)ф 0, то в I) суще- 
ствуют интегральные кривые, и каждая кривая является од- 
номерным многообразием, подмногообразием многообра- 
зия М. 

Для случая т ^ 2 доказательство проводится по индук- 
ции. Прежде всего установим одно полезное соотношение, ко- 
торое нам понадобится при проведении индукции. Исполь- 
зуя (3.14), легко показать, что для произвольной функции / 
и произвольного векторного поля V выполняется соотношение 

ёѵ№ = д(^- ѵ [). (3.19) 

Кроме того, из (3.15) вытекает, что для произвольного век- 
торного поля ІР 

Ю - Г) + <гі/, е- ѵ щ. (3.20) 

Объединяя эти соотношения и учитывая тот факт, что 
^у\К = [К, \Ѵ], получаем нужное нам соотношение 

Ш, [V, Щ) = е-у Ш, Г) - (сГ Г). (3.21) 

Возвращаясь к основному доказательству, заметим прежде 
всего, что если все т векторных полей коммутируют (имеют 
попарные нулевые скобки Ли), то в соответствии с конструк- 
цией, описанной нами в § 2.15, они определяют систему коор- 
динат для точек, принадлежащих их интегральным кривым, 
т. е. определяют искомое семейство подмногообразий много- 
образия М. Чтобы доказать существование этих подмногооб- 
разий в общем случае (когда скобки Ли линейно выражают- 
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ся через поля), мы построим т линейно-независимых линей- 
ных комбинаций исходных полей, которые уже будут комму- 
тировать. Итак, предположим, что мы имеем пг линейно-не- 
зависимых векторных полей Й (а) , скобки Ли которых линейно 
выражаются через них же. Рассмотрим одно из них, скажем 
поле Ѵ (т) = (І/йЯ,,,. Параметр Х (т) вдоль конгруэнции поля 
Ѵ(, П ) определён в каждой точке и, следовательно, является 
функцией в области V многообразия Л/, которую мы рас- 
сматриваем. Коль скоро это функция, определён её градиент 
сІ). { т)- Воспользуемся иад_ следующем образом. Определим 
т — 1 векторных полей Л’ (п) , являющихся линейными комби- 
нациями всех исходных полей Ѵ (а) и удовлетворяющих соот- 
ношениям 

<сГя, (т) , ^«,)> = 0, а = 1 , . . . , т - 1 . (3.22) 

Эти соотношения определяют векторные поля {Я (Л) } с точ- 
ностью до их линейных комбинаций. Далее (согласно 
упр. 3.5 (Ь)), мы имеем 

_ т - 1 

[Хіа), Х(Ь)]= X Рабс^(с) + ѴаьК(т). (3.23) 

с<= 1 

_ т-1 _ 

[Ѵопь Х(и)\~ X ИаьХ(!>) + Ѵ 0 К(т), (3.24) 

Ь=1 

где |ЗаЬг, Уаь, Цпь и ѵ 0 суть функции в области II. Свернём эти 
соотношения с йЯ (т) и используем формулы (3.21), (3.22) и 
простое тождество *> 

$\т)' Ѵ(т)) = &Ѵ (т) \т) ~ < Цт)/ С Цт) ~ * 

-*■ А (ёѵ ш К )=0. (3.25) 

После свёртки левые части (3.23) и (3.24) дадут нуль, и в 
конечном итоге мы находим, что у аЬ — ѵ„ = 0. Отсюда сле- 
дует, что скобки Ли полей Х (а) не содержат поля Ѵ (т) . Имен- 
но этого мы и хотели добиться, когда налагали условие 
(3.22). 

Используем теперь предположение индукции, а именно что 
произвольные т — 1 векторных полей, скобки Ли которых 
линейно выражаются через них же, порождают семейство 
(т — 1) -мерных подмногообразий. Поскольку {Х( а) , а = 1 , ..., 
т— 1}— как раз такие поля, они порождают семейство 
(т — 1 ) -мерных подмногообразий, заполняющее V. Опреде- 
лим множество векторных полей {У (а) , а= 1, ..., т—1}, 


11 Ниже и в некоторых других местах книги автор использует знак => 
просто как замену слов «откуда следует, что». — Прим. ред. 
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образующих координатный базис для одного из этих подмно- 
гообразий, скажем 5', таким образом, чтобы эти поля ком- 
мутировали на 5'. Продолжим их до полей {2 {а ), а — 1, .... 
т — 1} (определённых и вне 3') при помощи переноса Ли 
ВДОЛЬ Ѵ(т)\ 

2{а) = У(а) на 5' 1 

1 У (от), 2{а)] = 0 в V вдоль всякой интегральной г 
кривой поля Ѵ(т), пересекающей 3 / ) 

при а = 1, . . . , т — 1. (3.26) 

Доказав, что поля 2 (а) попарно коммутируют всюду, а не 
только на 3', мы получим полный набор коммутирующих 
полей {?(«), 2(а>, а— 1, .... т — 1}, и теорема будет дока- 
зана. Но сначала надо установить, что каждое поле 2 (а) по- 
прежнему будет линейной комбинацией полей 7 (а >. Фактиче- 
ски мы покажем, что оно является линейной комбинацией од- 
них полей Я (а), без 7 (Ш ). Поскольку каждое поле 1 [а) опреде- 
ляется однозначным образом, попробуем искать решения си- 
стемы (3.26) в виде линейной комбинации 

Я(а) — X! ^аьЯ(Ь)- 

Ь 

Используя (3.24) при ѵ а — 0, получаем 
® ~ I У ту ^(а)\ = &Ѵ (т)^(а) 

~ 2 ( т) а аЬ ) Х(Ь) “Ь Е тУ ^(Ь)] 

ь ь 

= Е ^ {Ь) + Е а аЬѴ-ЬсХ ( с), (3.27) 

Ъ Ьс 

где все суммы берутся в пределах от 1 до т — 1. Переобо- 
зпачая в последней сумме индексы суммирования (6->с, а 
с->Ъ), приходим к равенству 

0 ^ Гс1сс й ^/с1А, т "I - ^ Хіу. 

Ь V с ) 

Поскольку Я (а) линейно-независимы, мы получаем систему 
обыкновенных дифференциальных уравнений 

Т^Г + Х>«М* = 0. (3.28) 

С 

Начальные условия (на подмногообразии 5') для величин 
<Хаь, состоящие в том, что соответствующая линейная комби- 
нация полей Я(Ь) даёт поле У (а) , определяют единственное ре- 
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шение этой системы, которое всегда существует. Следова- 
тельно, в каждой точке поля 2 (а) являются линейными ком- 
бинациями ПОЛеЙ Х(а). 

И наконец заметим, что после переноса Ли наши поля 
продолжают коммутировать: 

[2 { а), 2 ( Ь)] = 0, а, 6 = 1, . . . , т — 1. (3.29) 

Это можно доказать, используя тождество Якоби (упр. 2.3) 
для полей Р( т ), 2 (а) и 2 { ь). Итак, мы имеем т полей 

{1 / ( Ш) , 2(а), а — 1 т — 1}, которые попарно коммутируют 

и, следовательно, образуют координатный базис для некото- 
рого подмногообразия размерности т. Поскольку исходные 
поля {І7(п)} являются линейными комбинациями этих т по- 
лей, теорема доказана. 

3.9. ПРИМЕР: ГЕНЕРАТОРЫ ВРАЩЕНИИ 

Читатели, знакомые с моментом импульса в квантовой ме- 
ханике, могли обнаружить, что обсуждавшиеся выше поня- 
тия им хорошо известны. Рассмотрим в сферических коорди- 
натах (ненормированный) базисный вектор, отвечающий ко- 
ординате ф; часто его обозначают через ё Ф : 

А, = — уё х + хё и , 

где ёх и ё„ — векторы обычного декартова базиса в К 3 . 
В наших обозначениях это соотношение запишется следую- 
щим образом: 

_д _ д . д 

(Эф ^ дх ду 

Обозначим левую часть этого равенства — так называемый 
«оператор момента импульса» в 2 -направлении — через 7 г : 

1 =-і- 

2 (Эф ' 

(От формулы, принятой в квантовой механике, наша фор- 
мула отличается отсутствием множителя Ті/І.) Аналогичным 
образом можно определить 1 Х и І у и вычислить коммутаторы 
(скобки Ли) 

\1х, 7і/] = 7г> 

[ Іу , 1г] = — ~ік, (3.30) 

[7г, Л] = Іу. 

Следовательно, эти три вектора определяют некоторое под- 
многообразие. Поскольку векторов три, может создаться впе- 
чатление, что это подмногообразие непременно трёхмерное, 
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т. е. должно совпадать со всем пространством. В действитель- 
ности же это подмногообразие двумерно. В самом деле, если 
положить г = (х 2 + у 2 + г 2 ) 1/2 , то і х (г)=~І у (г)~1 г (г)= 0. 
Иначе это можно выразить так: 

Зг (Іх) — дг (І у ) = дг (І г ) — 0. (3.31) 


В силу нашего описания градиента йг как множества поверх- 
ностей постоянного г и в силу описания его свёртки, скажем 
с І х , как числа поверхностей, которые 1 Х «протыкает», из 
(3.31) вытекает, что все три оператора ~1 Х , І у и І г касательны 
в сфере г = сопзі. Следовательно, в любой точке эти опера- 
торы линейно-зависимы и порождают подмногообразие раз- 
мерности два — эту самую сферу, конечно. 

Упражнение 3.6. Покажите, что утверждение упр. 3.3 
останется справедливым, если заменить Й? произвольным 
тензорным полем. 

Упражнение 3.7. Определим оператор Ь 2 формулой 

= &т/8і х + &і&і у + &&і г ' (3.32) 

Докажите, что и I 2 коммутируют. По симметрии і 2 
должно также коммутировать с и . Покажите, 

‘х Іу 

что для любой скалярной функции / 

^ = ДпТЖ ( 5ІпѲ аб") + 5 іп 2 Ѳ Дер - ’ {3.33} 


где Ѳ и ср — обычные сферические координаты. Таким об- 
разом, Т 2 / — «угловая часть» оператора V 2 / на единичной 
сфере. 


3.10. ИНВАРИАНТНОСТЬ 

С помощью производных Ли можно в удобной форме 
записать, что означает инвариантность тензорного поля отно- 
сительно тех или иных преобразований, и это один из основ- 
ных случаев использования производных Ли в физике. 
А именно, говорят, что тензорное поле Т инвариантно отно- 
сительно векторного поля V, если 

€рТ = 0. (3.34) 

В случае когда Т имеет физический смысл (скажем, являет- 
ся метрическим тензором, или скалярным полем, описы- 
вающим потенциальную энергию некоторой частицы, или век- 
торным силовым полем), все те векторные поля (если они 
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существуют), относительно которых Т инвариантно, также 
представляют физический интерес. Например, в предыдущем 
параграфе рассматривались векторные поля, связанные с вра- 
щениями сферы. Известно, что момент импульса полезно рас- 
сматривать лишь в том случае, когда задача инвариантна 
относительно вращений вокруг хотя бы одной оси. Если си- 
стема инвариантна относительно вращений в некоторой пло- 
скости, то говорят, что эта система аксиально-симметрична 
(или осесимметрична) , и момент импульса, отвечающий гене- 
ратору этих вращений, является сохраняющейся величиной. 
Как это получается, мы обсудим в упр. 5.8; здесь же рас- 
смотрим инвариантность в общем случае. 

Центральное место в изучении понятия инвариантности 
занимает следующая теорема. Предположим, нам дано мно- 
жество Р — {То т 2 , . . .} тензорных полей, свойства инва- 
риантности которых нас интересуют. Множество всех вектор- 
ных полей V, относительно которых все поля из Р инва- 
риантны, является алгеброй Ли (определение алгебры Ли 
было дано в § 2.14). Доказательство этой теоремы мы про- 
ведём в два шага. На первом шаге, выполняемом в упр. 3.8, 
доказывается, что указанное множество полей является век- 
торным пространством над вещественными числами. 

Упражнение 3.8. Покажите, что если тензор Т инвариан- 
тен относительно каждого из векторных полей V п (Е, то 
он будет инвариантен и относительно а Ѵ-\-ЬѴ, где а и 
Ь — постоянные. 

Наш второй шаг опирается па результат упр. 3.1 (а), при- 
менимый ввиду (3.13) и (3.15) ко всем тензорным полям. 
Если V и ѴР — векторные поля из рассматриваемого множе- 
ства, то для всякого тензорного поля Т, из Р 

Т;=0=>[^ т „ лбдг] т р=0=^ [т , ^Т^О. (3.35) 

Следовательно, если V и Ш принадлежат нашему множеству, 
то и [ V , \Е] тоже ему принадлежит. Теорема доказана. 
Вскоре мы увидим, что алгебры Ли очень тесно связаны с 
группами Ли, п поэтому доказанная теорема отчасти помо- 
гает понять, почему группы Ли так полезны в физике. В сле- 
дующих параграфах мы разберём несколько примеров инва- 
риантности. 

Весьма важно уяснить себе, какое именно векторное про- 
странство представляет из себя эта алгебра Ли. Под линей- 
ной комбинацией полей V и ѴР обычно понимают векторное 
поле аѴ-\-ЬѴР, где а и Ь — произвольные функции на дан- 
ном многообразии. У нас же допускаются (см. упр. 3.8) лишь 
линейные комбинации, в которых а и Ь — постоянные вели- 
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чины. Для построенного нами векторного пространства поля 
V и Ш служат элементами ; это — не расслоенное простран- 
ство, для которого V и Ш служат сечениями. Это больше по- 
хоже на конечномерные функциональные пространства (см. 
§ 2.3). Возможно, этот момент может показаться несуще- 
ственным. но он важен для определения размерности рас- 
сматриваемого векторного пространства. Например, три век- 
торных поля Іх, І у и / г , о которых речь шла в предыдущем 
параграфе, линейно-зависимы как векторные поля в /? 3 , по- 
скольку все они касательны к 5 2 . Но для представления од- 
ного из этих полей через два других приходится использо- 
вать линейные комбинации с переменными коэффициентами. 
Поэтому эти три поля с\ть линечно-независимые элементы 
алгебры Ли. никакая линейная комбинация этих полей с по- 
стоянными коэффициентами (не все из которых нули) не 
равна нулевому элементу алгебры, каковым является нуле- 
вое векторное поле Поэтому мы говорим, что эти векторные 
поля образуют базис трехмерной алгебры Ли Из других ал- 
гебр Ли мы знали до сих пор лишь одну, а именно алгебру 
всех касательных векторных полей к некоторому многообра- 
зию или подмногообразию Никакое конечное м южество та- 
ких полей не может быть базисом относительно линейных 
комбинаций с постоянными коэффициентами, поэтому мы го- 
ворим, что эта алгебра Ли бесконечномерна. 


3.11. ВЕКТОРНЫЕ ПОЛЯ КИЛЛИНГА 

Многие многообразия, встречающиеся в физике, обладают 
метриками, и случаи, когда метрика инвариантна относитель- 
но некоторого векторного поля, представляют значительный 
интерес Векторным полем Киллинга (или вектором Шил- 
линга) называется такое векторное поле V, для которого 

♦ & ѵ 9 = 0- (3.36) 


Можно показать, что координатная запись этого уравнения 
в заданной системе координат имеет следующий вид (ср. 
с (3 14)): 


(^ 1 / 9 ), 


V й 


дх 


8и+8 


к ь і! 


, Ѵ а + е. — V й 

1к дк> ь/гІ дх 1 


= 0. (3.37) 


Часто удобно использовать такую систему координат, в ко- 
торой семейство интегральных кривых векторного поля V яв- 
ляется семейством координатных линий, скажем для коорди- 
наты х 1 . Тогда, в силу упр. 3.6, мы имеем 

= = о> 


(3.38) 
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т. е. метрические компоненты не зависят от координаты X х . 
И обратно, если в некоторой системе координат компоненты 
метрики не зависят от какой-либо координаты, то базисный 
вектор, отвечающий этой координате, будет вектором Киллин- 
га. Довольно часто векторы Кнллинга находят именно таким 
способом. 

В качестве примера найдем векторные поля Кнллинга для 
трехмерного эвклидова пространства. Его метрика имеет в 
декартовых координатах компоненты 

§іі — б і/, (3,39) 

не зависящие от х, у и г. Поэтому д/дх, д/ду и д/дг суть 
векторы Кнллинга. Та же метрика в сферических координа- 
тах имеет компоненты 


и и , 

ёгГ ~ ~дг ' ~дг ~ 1 ’ 

^ эѳ ~Кѳ ’ Ж ==Г ’ (3.40) 

^ф = ^-^= г25Іп2ѳ - 

Следовательно, д/ду, т. е. / г , — вектор Кнллинга. Ясно, что 
Ь и І у — также векторы Кнллинга. Эти шесть векторов Кпл- 
линга образуют базис алгебры Ли векторных полей Кнллинга. 
Доказательство этого утверждения будет дано в гл. 5, ч. Е, 
где мы подробно рассмотрим максимально-симметричные про- 
странства. 


3.12. ВЕКТОРЫ КНЛЛИНГА И СОХРАНЯЮЩИЕСЯ ВЕЛИЧИНЫ 
В ДИНАМИКЕ ЧАСТИЦЫ 

Из классической механики известно, что если сила яв- 
ляется градиентом аксиально-симметричного потенциала, то 
момент импульса частицы относительно оси симметрии будет 
величиной, постоянной вдоль траектории частицы. Подобным 
же образом если потенциал по зависит от какой-нибудь из 
декартовых координат, скажем от х, то .ѵ-компопента импуль- 
са сохраняется. Однако довольно редко отмечается, что если 
потенциал имеет какую-либо другую симметрию (скажем, 
постоянен на семействе подобных эллипсоидов), то с ней не 
связано никакой сохраняющейся величины. Таким образом, 
сохраняемость величин является не просто следствием инва- 
риантности потенциала относительно некоторого движения 
(кругового, линейного или эллиптического в наших трёх при- 
мерах), необходимо также, чтобы это движение осуществля- 
лось вдоль векторного поля Киллинга того эвклидова про- 
странства, которое используется для описания динамики. Мы 
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пока не владеем достаточной математической техникой, чтобы 
доказать это утверждение (его доказательство нам придётся 
отложить до упр. 5.8), но в правдоподобности его можно 
убедиться, рассмотрев уравнение движения. В общепринятых 
векторных обозначениях оно записывается так: 

тѴ = — ѴФ или тѴ 1 = — Ѵ'Ф. (3.41) 

Но мы-то знаем, что для корректного определения вектора- 
градиента необходимо вводить в дело метрику, так что в дей- 
ствительности это уравнение имеет вид 

т Ѵ' = - ё чд ф. (3.42) 

дх 1 

Ясно, что все инварианты, которые можно построить для этого 
уравнения, используют не только инвариантность Ф, но и ин- 
вариантность д 

3.13. ОСЕВАЯ СИММЕТРИЯ 

Для того чтобы продемонстрировать, каким естественным 
образом появляются производные Ли в задачах с симметрией, 
рассмотрим случай осевой симметрии. Осевая (или аксиаль- 
ная) симметрия — это инвариантность относительно вращений 
вокруг некоторой фиксированной оси. (Её не следует путать 
с цилиндрической симметрией, которая требует не только ин- 
вариантности относительно вращений вокруг оси симметрии, 
но ещё и инвариантности относительно сдвигов вдоль этой 
оси.) Обозначим через <р угол поворота относительно оси 
симметрии. Довольно часто возникают задачи, в которых 
имеется некоторая «фоновая» осевая симметрия. В качестве 
примера можно указать частицу, двигающуюся в поле осе- 
спмметрнческого потенциала, либо малые возмущения какой- 
либо осесимметрической системы. В этом случае мы получаем 
линейное уравнение 

Ц40 = 0, (3.43) 

где ф — неизвестная величина, а Т — оператор, инвариантный 
относительно преобразования ср -*• ср + сопзі. Решения урав- 
нения (3.43) не обязаны быть осесимметрическими: угол по- 
ворота частицы относительно оси в какой-то момент имеет 
одно значение, а в последующий момент — другое; рассмат- 
риваемое малое возмущение может иметь неосесимметричные 
начальные данные. Тем не менее скалярные решения обла- 
дают тем прекрасным свойством, что коэффициенты их раз- 
ложения в ряд Фурье по ср 

со 

Ф(ф, х'!)= X зі> т (хі)е іт ф 

т^-оо 


(3.44) 
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— функции ф т (х') (индекс ) пробегает все координаты, кро- 
ме ф) — удовлетворяют следующему, тесно связанному с ис- 
ходным дифференциальному уравнению: 

О = Т т (ф т ) = е- ітф Т(ф т е ІШІІ> ). (3.45) 


Операторы Ь и Т,„, как правило, не тождественны, так как ^ 
может содержать производные по ф, а Ь т не должен. Для 
примера рассмотрим оператор 


Ѵ 2 = 



_д_ ,,_д_ 
дг Г дг 


1 0 „;„ А д , 

г- 5іп Ѳ дѲ ь п 0 <эѳ + 


1 


д Д 

г- 5іп 2 Ѳ <Э<р~ 


Ясно, что этот оператор инвариантен относительно преобра- 
зования ф-> ф + сопзі. Применяя этот оператор к функции 
\(г, Ѳ)е ітф , получаем 

ѴЧ»г, в)е і ~) = е і ”*{)і-|гг г |-+ 7 Д ж ^ 5 іпѳИ 

< 346 > 

Оператор в фигурных скобках есть оператор Ѵ 2 т в смысле 
формулы (3.45). Это разложение Фурье функции / не так уж 
полезно в задачах о движении частицы, когда положение 
частицы описывается дельта-функцией от ф, но чрезвычайно 
удобно в случае непрерывных систем, таких, например, как 
волны на осесимметричном фоне. Играющие ключевую роль 
функции е' тсі можно назвать скалярными осевыми гармони- 
ками. 

Скажем, что решение ф уравнения (3.43) имеет осевое 
собственное значение гп, если 

♦ ^а ф Ф = няф, (3.47) 

где ё ч = д/дц > — поле касательных векторов к окружностям 
симметрии. Все эго очень просто, пока ф — скалярная функ- 
ция, но предположим, мы имеем дело с векторным уравне- 
нием, скажем с уравнением для векторного потенциала в тео- 
рии электромагнетизма. И в этом случае опять полезны осе- 
вые гармоники, но это должны быть уже векторные осевые 
гармоники, к построению которых мы и перейдём. 

Рассмотрим подмногообразие ф = 0 (в действительности 
это не просто подмногообразие, а так называемое подмно- 
гообразие с краем; краем здесь служит ось симметрии). 
В каждой его точке выберем какой-нибудь базис {ё,} векто- 
ров, касательных к подмногообразию. Дополним этот базис 
вектором ё<р, так что {ё Ф ,ё,} будет базисом касательного про- 
странства к многообразию в точках нашего подмногообразия. 
Теперь построим из него базис для всего многообразия, пе- 
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ренося его по Ли вдоль векторного поля ё<с, вокруг оси сим- 
метрии, как показано на рис. 3.8. Каждое из полученных 
базисных векторных полей удовлетворяет уравнению 

о6Ѵ / = 0 ’ (3 ‘ 48) 

т. е. все они осесимметрические. Следует заметить, что в 
обычных декартовых координатах компоненты вектора ё,- по 
мере движения вокруг осп изменяются. Осевая симметрия 
векторного поля совсем не означает, что его декартовы ком- 
поненты не зависят от ср, она означает лишь, что не зависят 

от ф его компоненты в некоторой 
системе координат, включаю- 
щей ф. 

Итак, мы имеем базис векто- 
ров с осевым собственным значе- 
нием 0 (см. (3.48)). Ясно, что 
базисом с осевым собственным 
значением т будет 
ё(т)і — ё,е' т ч > , 

ё(т) Ф = ё 1( е ітф - (3.49) 

Любое векторное поле, удовле- 
творяющее соотношению 

ЁёѴ = ітѴ. 

линейной комбинации векторных 
осевых гармоник с собственным значением т, задаваемых 
формулой (3.49), с коэффициентами, не зависящими от ф. 

Упражнение 3.9. В эвклидовом трёхмерном пространстве 
постройте осевые векторные гармоники для вращения 
вокруг осп г, выбрав в плоскости ф = 0 базис {ё х , ё г }. 
Найдите декартовы координаты трёх векторных гармоник, 
отвечающих т — 2. Подобным же образом, отправляясь 
ог базиса {Ах, сП} в плоскости ср = 0, найдите базис один- 
форм, являющихся осевыми гармониками с собственным 
значением т — 2. Покажите, что если / — скалярная функ- 
ция с осевым собственным значением 2, то её градиент б/ 
будет один-формой с осевым собственным значением 2. 
Докажите, что ё х ± іё у имеет осевые собственные значе- 
ния ±1. 

Хотя мы этим пока и не пользовались, ясно, что всё это 
тесно связано с теорией групп. Существование осевой сим- 
метрии означает, что «фоновая» физическая ситуация инва- 
риантна относительно переносов Ли вдоль д/дер, а эти пере- 
носы образуют группу Ли, как было описано в § 3.1, Эта 



Рис. 3.8. Базис (ё ф , ё /), полу- 
ченный в результате переноса 
Ли вдоль поля ё(р (вид сверху 
вдоль оси симметрии). 

можно представить в виде 
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группа, 50(2), чрезвычайно проста. Больший интерес пред- 
ставляет группа всех вращений трёхмерного пространства 
(симметрия относительно этой группы называется сфериче- 
ской симметрией); эта группа уже сложнее, поскольку про- 
изводные Ли вдоль Т к , Ту и Т г попарно не коммутируют. Чтобы 
исследовать этот случай, необходимо предварительно про- 
вести систематическое изучение самих групп Ли, чему и по- 
священа оставшаяся часть главы. 

3.14. АБСТРАКТНЫЕ ГРУППЫ ЛИ 

Мы уже несколько раз касались групп Ли и алгебр Ли. 
Теперь займёмся их систематическим изучением. Использова- 
ние групп Ли и алгебр Ли в физике объясняется главным об- 
разом тем, что, как мы уже видели, с их помощью выра- 
жаются свойства инвариантности некоторых физически важ- 
ных тензоров. Этот вопрос бу- 
дет рассмотрен в последующих 
параграфах; в данном пара- 
графе наша цель — исследо- 
вать многообразие группы са- 
мо по себе. Необходимо совер- 
шенно чётко представлять себе, 
что между многообразием 
группы и каким бы то ни было 
многообразием, снабжённым 
тензором, свойства инвариант- 
ности которого описываются 
группой, пет ничего общего. 

Многообразие всех вращений 
(50(3)) отлично от многооб- 
разия, координатные системы 
которого вращаются (Е 3 ). 

Пусть нам дана конечномерная группа Ли, т. е. многооб- 
разие класса С°° размерности п, на котором заданы следую- 
щие отображения класса О* (диффеоморфизмы): любому 
элементу § из С отвечает отображение Н—*~дІі ( левый сдвиг 
на (или посредством) §), а также отображение /ы— >Н§ (пра- 
вый сдвиг на §). Не предполагается, что данная группа яв- 
ляется абелевой (коммутативной) (т. е., вообще говоря, 
Н§ ф § к) . Единичный элемент группы будем обозначать че- 
рез е. Произвольная окрестность единичного элемента е ото- 
бражается при левом сдвиге на данный элемент § в некото- 
рую окрестность этого элемента (см. рис. 3.9). Поскольку это 
отображение переводит кривые в кривые же, касательные 
векторы в точке е (элементы касательного пространства Т е ) 
отображаются в касательные векторы в точке §. Получаемое 



Рис. 3.9. Левый сдвиг на § ото- 
бражает окрестность точки е на 
окрестность точки Таким обра- 
зом, имеется естественное отобра- 
жение векторов в точке е в век- 
торы в точке 8- 
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таким образом отображение Ь 8 :Т е -^Т е также представлено 
на рис. 3.9. (Принцип здесь тот же самый, что и в случае 
отображения переноса Ли, см. § 3.3.) Говорят, что векторное 
поле V на С левоинвариантно, если переводит значение V 
в точке е в значение V в точке § (т. е. Ь г : У(е)(— ^ Ѵ(§)) для 
всех В таком_случае, в силу свойств группового закона 
композиции, Г 8 : Ѵ(к)^-Ѵ(§к) для всех к из О, так что дан- 
ное выше определение — это естественное определение «по- 
сюяішоіо» векторного поля на О. Также ясно, что каждый 



Рис 310. Отображение незамкнутого параллелограмма на рис. 2.21 для 
левоинвариаптпых векторных полей. Поскольку поля левоинвариантны, 
смещения на параметрическое расстояние е в окрестности точки е отобра- 
зятся в такие же сдвиги в окрестности точки §, и потому “зазор” в ок- 
рестности е, представляющий скобку Ли рассматриваемых полей, отобра- 
шгея и зазор в окрестности §, представляющий скобку Ли сдвинутых по- 
лей. 

векгор из Т е определяет единственное левоинвариантное век- 
торное поле, откуда следует, что левоинвариантные вектор- 
ные поля образуют н-мерное векторное пространство. (Как п 
в случае линейных комбинаций, рассмотренных в § 3.10, 
коэффициентами в линейных комбинациях этих полей яв- 
ляются константы, а не функции на О.) Далее, легко видеть 
(см. рис. 3.10), что если V и 1Г — два произвольных левоин- 
вариантных векторных поля, то Ь 8 переводит значение поля 
[V, Щ _в точке е в значение того же поля в точке §, так что 
поле [П, \Х'] также оказывается левоинвариантным. (Те чи- 
татели, для которых приведённая картинка не кажется убе- 
дительной, могут, используя координаты на О, сами доказать 
этот результат.) Этот факт весьма важен, ибо он означает, 
что левоинвариантные векторные поля образуют алгебру Ли. 
Это так называемая алгебра Ли группы О. Она обозначается 
через 8 (С) (некоторые авторы обозначают её через д). Эта 
алгебра Ли полностью характеризуется своими структурными 
константами с> ы , определяемыми следующим образом. Пусть 

{Ѵ ии 1=1, . п } — какой-нибудь базис нашей алгебры Ли, 
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т. е. линейно-независимое множество левоинвариантных век- 
торных полей. (Если эти поля линейно-независимы в одной 
точке, скажем е, то в силу левоинварнантности они будут 
линейно-независимы всюду.) Тогда можно записать 

\Ѵ ік) , Ён,] = ^Ё (/) (3.50) 

(суммирование подразумевается). Если все структурные кон- 
станты обращаются в нуль, то алгебра Ли называется абеле- 
вой (коммутативной) . Ниже мы увидим, что тогда и О оказы- 
вается абелевой *>. Естественно, базис не является един- 

ственно возможным; можно показать, что при заменах базиса 
числа с\і преобразуются как компоненты тензора типа 
( 2 ) • По каждой группе Ли с её алгеброй Ли однозначно оп- 
ределяется «тензор структурных констант» С. Имеет место 
также ослабленный вариант обратного утверждения, а имен- 
но, множество структурных констант «почти» однозначно оп- 
ределяет группу Ли, алгебре Ли которой они соответствуют. 
Эго утверждение мы обсудим ниже в § 3.16. 

Рассмотрим интегральную кривую левоинвариантного век- 
торного поля V, проходящую через е. Она имеет касатель- 
ный вектор Ѵ е в точке е, и существует однозначно определён- 
ная параметризация этой кривой (с параметром, скажем, 1). 
для которой точке е соответствует значение параметра і — 0. 
Как было показано в § 2.13, точки на этой кривой могут быть 
получены экспоненцированием V, т. е. могут быть представ- 
лены в виде ехр(Л7). Здесь речь идёт попросту о диффео- 
морфизме многообразия О на себя, порождённом векторным 
полем V (см. § 3.1). В отличие от произвольного _векторного 
поля, поле V полностью определяется вектором Ѵ е , поэтому 
точки многообразия О, лежащие на указанной кривой, мож- 
но обозначить так: 

ёу (0 = ехр(/Ё)| е . (3.51) 

ѵ е 

Поскольку, по определению, для экспоненты выполняется со- 
отношение 

ехр(^ 2 Ё)ехр(/іЁ) | е = ехр[(/і + і<і) V] \ е , 

’ точки на нашей интегральной кривой образуют группу 

^к е ( / і + / 2) ==ех Р[( / і + ^)^]| е 

= ехр (1 2 Ѵ) ехр (і х Ѵ) \ е = ёѵ е (і 2 ) ёу е (*і). ( 3 - 5 2 ) 
которая называется однопараметрической подгруппой груп- 


*> При условии её связности. — Прим. ред. 
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пы О. Эта подгруппа всегда будет абелевой: /Д = 

V е 

— — просто потому, что групповая операция со 

ответствует сложению значений параметра. Каждому вектору 
из Т е соответствует единственная такая подгруппа. Далее, 
поскольку каждая однопараметрическая подгруппа является 
кривой в О класса С х , проходящей через точку е (подгруппа 
всегда содержит единичный элемент), то существует взаимно- 
однозначное соответствие между однопараметрическими под- 
группами группы О и элементами её алгебры Ли. 

Упражнение 3.10. Дайте определение правопнвариантного 
векторного поля. Покажите, что такие поля образуют ал- 
гебру Ли. Докажите, что их интегральные кривые, про- 
ходящие через точку е, совпадают с интегральными кри- 
выми левоинвариантных векторных полей. Покажите, что 
их интегральные кривые, проходящие через другие точки, 
вообще говоря, не совпадают с интегральными кривыми 
левоинвариантных полей, за исключением случая, когда 
группа является абелевой. 

Упражнение 3.11. (а) Покажите, что произвольный базис 
{\'і(е), і=1, ..., п} в Т е определяет линейно-независи- 
мое множество левоинвариантных векторных полей, ко- 
торые мы обозначим через {ѵ,}. 

(Ь) Рассмотрим касательное расслоение ТО группы Ли 
С. В некоторой окрестности іі точки е введём для него 
следующие^ координаты. Пусть X — вектор в точке § из ІІ. 
Запишем X — а іУ і (§)■ Слоем в точке § служит Я п , 
поэтому в качестве координат вектора X возьмём {а«}. 
Координатами в расслоении ТС над ІІ будут тогда {{ко- 
ординаты точки §}, {а,}}. Показать, что этот выбор коор- 
динат можно распространить на всё ТО таким образом, 
чтобы получилось 1-1-отображение ТС на 0'ХЯ п , т. е. что 
касательное расслоение группы Ли тривиально. 

3.15. ПРИМЕРЫ ГРУПП ЛИ 

(i) Простейшим примером группы Ли служит Я п , кото- 
рое представляет собой многообразие и группу относительно 
сложения векторов. Это абелева группа. Однопараметриче- 
скими подгруппами являются прямые, проходящие через на- 
чало координат. Левоинвариантные векторные поля парал- 
лельны этим прямым; очевидно, все они коммутируют между 
собой. Отсюда следует, что соответствующая алгебра Ли есть 
векторное пространство Т е , снабжённое абелевой скобкой Ли: 
[у, Щ = 0 для всех V и Ш из Т е . 

(ii) Для физики одной из самых важных групп Ли яв- 
ляется группа всех вещественных п X л-матриц с отличным 
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от нуля определителем. Эта группа называется полной линей- 
ной группой п-мерного вещественного пространства *> и обо- 
значается через К). Она является группой Ли по сле- 

дующим причинам. Во-первых, это группа относительно опе- 
рации умножения матриц, единичным элементом которой 
служит единичная матрица. (Требование, чтобы определитель 
был не равен нулю, необходимо, ибо оно обеспечивает суще- 
ствование обратного элемента для любой матрицы.) Во-вто- 
рых, это многообразие. Для любой матрицы Л из С1(п,Ч) 
с элементами {од, і, /= 1, ..., п } можно рассмотреть окре- 
стность радиуса е, состоящую из матриц В, для которых 
| Ь‘, — а 1 ) | <8 при всех / и у, и е можно выбрать настолько 
малым, чтобы каждая матрица В тоже имела отличный от 
нуля определитель. В качестве координат в этой окрестности 
можно взять х'і — Ь 1 і — а‘,, и поскольку их п 2 и все они не- 
зависимы, то размерность группы 6’1(п,К) равна п 2 . В дей- 
ствительности это — подмногообразие пространства % п ‘. По- 
скольку /?" , подобно любому тождественно с касатель- 
ным пространством в любой из своих точек, то касательным 
пространством к группе СЬ{п, К) в единице е будет # 1 \ и, 
следовательно, любой касательный вектор представим в виде 
матрицы. Например, кривая в СИ (п, К), образованная матри- 
цами Д і а §• ( 1 + ехр(Я), 1, 1, .... 1), где X — параметр, имеет 
в точке к = 0 касательную сИа§(1, 0, 0, ..., 0). Определитель 
этой матрицы равен нулю , что иллюстрирует тот факт, что 
в Т е входят все матрицы и что любая матрица порождает 
однопараметрическую подгруппу, левоинвариантное вектор- 
ное поле 2) и некоторый элемент алгебры Ли группы Ли 
ОЬ(п, К). 

Однопараметрическая подгруппа, порождённая произволь- 
ной матрицей А, является проходящей через точку е интег- 
ральной кривой левоинвариантного векторного поля, значе- 
ние которого в е совпадает с А. Обозначим матрицы из этой 
подгруппы через §а(0> так что &§ А (і)/йі \ 0 = А (это просто 
означает, что с1(§ч)'//сі/|о = а у для всех і, /). В силу (3.52) 
имеем 

8а (/.+ Ы) = Ва(1)Ва(Ы) 

=>&8л(і)/Ы = & а {1)А (3.53) 

=>ёл (/) = ехр(//1) (3.54) 

= \+(А + ±-і 2 А 2 + ^і*А 3 + .... (3.55) 


о В оригинале ОепегаІ ІДпеаг щоир іп п Кеаі сіішепзіопз. Отсюда 
обозначение Сй(п,К ). — Прим. ред. 

2) Следует помнить, что векторы, касательные к О, в действительно- 
сти являются матрицами и их не надо путать с «векторами-столбцами», 
которые здесь не играют никакой роли. 
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Формула (3.55) есть определение экспоненты от матрицы; 
вместе с (3.54) она даёт конкретную реализацию формулы 
(3.51). Таким образом, однопараметрические подгруппы груп- 
пы ОЬ(п,Я) являются экспонентами произвольных п'Х.п- 
матриц. Матрицу А физики часто называют инфинитезималь- 
ным генератором подгруппы §а{і)- В упр. 3.12 приводятся 
некоторые свойства экспоненты ехр(М). 

Упражнение 3.12. (а) Покажите, что (3.55) удовлетворяет 
соотношению (3.53). 

(b) Покажите, что из (3.55) вытекает соотношение 

ехр (В~ 1 АВ) = В- 1 ехр {А) В. (3.56) 

(c) Известно (см., например, Нігзсіі & Зтаіе, 1 974 !) ) , 
что для произвольной вещественной матрицы А можно 
подобрать такую вещественную матрицу В, что В- 1 А В бу- 
дет иметь следующую каноническую (или жорданову) 
форму (называемую также блочно-диагональной формой, 
так как ненулевые элементы образуют квадратные блоки 
вдоль главной диагонали) 

1 Рі 0 0 ... 1 

О Р 2 о ... 

В~ 1 АВ= о О Р 3 ' ( 3 - 57 ) 

I . . . • 1 

где каждый «блок» Р, является квадратной матрицей, при- 

чём возможны следующие три случая 2) : 

(і) Р і является 1 X 1 -матрицей 

(А,,); (3.58а) 

■) Или любой достаточно полный учебник по высшей алгебре. — Прим, 

ре д. 

2 > Возможен ещё один случай: 

(іѵ) Р/ является недиагональной 2я, X 2л, -матрицей вида 

: Ру Е 0 ... О 1 

О Р/ Е О 


О Р, Е I 

10 О Р, / 

где Р, имеет вид (3.58Ь) , а Е — единичная 2 X 2-матрица. — Прим, перев . 
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(іі) Р/ является недиагональной 2 X 2-матрнцей вида 

(- 1 ; ,з - мь > 


(ііі) Р, является недиагональной п.\ X «/-матрицей 
(п/ ^ 2) вида 


Р/ 

1 

0 

. . . 

0 

0 1 




0 

і 1 / 

1 


0 

0 




0 

0 

I х і 

• 

0 

0 



(3.58с) 

0 

0 

0 


1 

0 




0 

0 

0 


Ѵі 

1 




0 

0 

0 


0 

I 1 / ) 





При этом числа к/, и/ и /у ± і$/ суть собственные значе- 
ния матрицы А. Используя этот факт и (3.55), покажите, 
что ехр (іВ-'АВ) также будет иметь блочно-диагональный 
вид с соответствующими блоками: 

(і) (е ІІ і ) ; (3.59а) 


(іі) 


е и і 


/ СОЗ/5/ 5ІП/5/Ч 
ЗІП/5/ СОЗ ІЗі / ’ 


(ііі) е ІІХ і 


1 ( 
О 1 

о о 

О О 


_!_ /2 І-/3 
2! 1 3! • * 

/ — I 2 

1 2і 


(3.59Ь) 


(3.59с) 


Из (а) следует, что матрица В, приводящая А к канони- 
ческой форме, приводит к канонической форме и ехр (ІА) 
в случаях (і) и (іі), но в случае (ііі) матрица, приводя- 
щая ехр (ІА) к канонической форме, уже зависит от і. 


Заметим, что не каждый элемент группы СЬ(п, К) при- 
надлежит однопараметрической подгруппе. Это объясняется 
тем, что такая подгруппа является непрерывной кривой в 
ОЬ(п, К), вдоль которой определитель изменяется непре- 
рывно. Поскольку определитель в точке е равен 1 и обра- 
титься в нуль на кривой не может, то этим исключается су- 
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ществование непрерывной кривой, соединяющей точку е с 
матрицей, имеющей отрицательный определитель. (Отметим, 
что в (3.59) представлены лишь матрицы с положительными 
определителями.) Такие группы называют несвязными груп- 
пами. Итак, мы видим, что для исследования группы Ли в 
целом, вообще говоря, недостаточно рассматривать лишь её 
однопараметрические подгруппы или её алгебру Ли. Те эле- 
менты, которые можно соединить с точкой е непрерывным 
путём (не обязательно однопараметрической подгруппой) , об- 
разуют множество, называемое связной компонентой единицы 
данной группы. 

Упражнение 3.13. Покажите, что матрица 

Со -') 


принадлежит связной компоненте единицы группы 
ОТ (я, К), но не принадлежит ни одной из однопараметри- 
ческих подгрупп. ( Указание : постройте непрерывный путь, 

соединяющий эту матрицу с е = (С ?)•) 


Что представляет собой ал 
смотрим касательный вектор 



Рис. 3.11. Левый перенос кривой 
у - (1) посредством /. 

А е 


дается матрицей В с из Т с , то 
этих двух векторных полей в 


гебра Ли группы ОЬ(п, К)? Рас- 
А е в точке е и соответствующую 
однопараметрическую подгруп- 
пу ёт С: левый сдвиг /#_ (() 

А е Ае 

этой кривой, осуществляемый 
посредством произвольной мат- 
рицы / из а{п, К), даёт неко- 
торую кривую из конгруэнции 
левоинвариантного векторного 
поля, отвечающего А е , как по- 
казано на рис. 3.11. Вот каким 
образом А е порождает левоин- 
вариантное поле; мы обозна- 
чим его просто через А. Если/ 
лежит на проходящей через е 
кривой §_ (/), которая порож- 
не _ _ 

в силу (2.12) скобка Ли [А, В] \ е 
гочке е равна 


К® і г Сл е (о ё-в е (о - ёъ е (о ё- Ае (0]. 


и с помощью формулы (3.55) легко вычислить, что 
[А, В] | е = А е В е — В е А е . 


13.602 
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Таким образом, скобка Ли двух произвольных левоинвари- 
антных векторных полей на ОЬ (п, К) в точке е является не 
чем иным, как обычным матричным коммутатором двух мат- 
риц, порождающих эти поля. Левоинвариантное векторное 
поле, порождённое этим коммутатором, есть элемент алгебры 
Ли %(СЬ(п, К)), которая является скобкой Ли исходных 
полей. 

(Ш) Мы уже знаем, что группа вращений есть группа Ли 
(см. § 2.3 (ѵі)). Подробное исследование этой группы мы 
проведем позже, а пока рассмотрим её как подгруппу груп- 
пы ОЬ(п, К). В § 2.29 было показано, что матрицы Л, для 
которых А~ 1 = Л 1 , являются элементами группы О(п) — орто- 
гональной группы в «-мерном пространстве 1 ). Поскольку 
определитель обладает свойствами 

беіЛ = 1 /йеі (Л— 1 ), сіеі (Л) — сіеі (Л т ) (3.61) 

(см. § 1.6), у матриц из группы О(п) определитель равен ±1. 
Матрицы, определитель которых равен +1, образуют под- 
группу, которая называется специальной ортогональной груп- 
пой 2) и обозначается через 50 (п). Мы сейчас покажем, что 
это группа вращений. (Матрицы ортогональной группы О(п), 
определитель которых равен — 1, не образуют подгруппы, так 
как единичная матрица не входит в их число. Подобно 
ОІ(п, К) группа 0(п) несвязна.) 

Упражнение 3.14. (а) Покажите, что если Л принадлежит 
О(п), то её собственные значения совпадают с собствен- 
ными значениями обратной матрицы Л -1 . (Воспользуйтесь 
тем фактом, что для произвольной матрицы В выпол- 
няется соотношение бе! В = сіеі В т .) Читатели, позабыв- 
шие, что такое собственные значения, найдут их определе- 
ние в § 1.6. 

(b) Покажите, что собственные значения произвольной 
невырожденной матрицы Л суть обратные величины к 
собственным значениям матрицы А~ 1 . (Используйте то об- 
стоятельство, что сіеі (Л В) = сіеі Л сіеі В.) Выведите от- 
сюда, что собственные значения (М, • • • . /■«) произволь- 
ной матрицы Л из 0(п ) бывают двух типов: либо 
(і) А,/ = ±1, либо (іі) = 1 для / Ф к. Покажите, что 
в случае (іі) собственные значения встречаются парами 
( е ш, е -іѲ ) , где 0 вещественно. 

(c) Известно также, что каноническую форму мат- 
рицы Л из 0(п ) можно получить посредством преобразо- 
вания В~ Х АВ, где В — матрица из 80 (п). Используя этот 


'* В оригинале ОгіЬодопаІ §доир іп п Зітепзюпз. Отсюда обозначе- 
ние. — Прим. ред. 

2) Зресіаі ОгІЬо§опа1 дгоир. — Прим ред. 



128 


3 ПРОИЗВОДНЫЕ ЛИ И ГРУППЫ ли 


результат, докажите, что произвольная матрица из О(п) 
имеет каноническую форму, состоящую из блоков 

(і) (1); (3.62а) 

(И) (-1); (3.62Ь) 

< 1П ) Ч — ЗІП Ѳ С05 Ѳ ) ' ( 3 ' 62с ) 

(б) Покажите, что алгебра Ли группы О(п) состоит из 
всех антисимметричных матриц. Используя этот резуль- 
тат, докажите, что О(п) имеет размерность п (п — 1 ) /2. 

Далее, всякую матрицу А из СЬ(п, Н) можно рассматри- 
вать как обратимый тензор типа ( | ) на Я п , переводящий 

вектор-столбец V из Я" в вектор-столбец АѴ (матричное умно- 
жение). Преобразование В~ 1 АВ есть просто-напросто преоб- 
разование компонент этого тензора (см. § 2.26) при замене 
базиса {ёі, . . . , ё„} на базис {В~ ] ё и .... В~ 1 ё п ). Поэтому 
можно считать, что произвольная матрица из 80 (п) эквива- 
лентна последовательным вращениям в независимых двумер- 
ных плоскостях, ибо каноническая форма (3.62с), очевидно, 
задаёт как раз такое вращение, а форма (3.62Ь) должна 
встречаться чётное число раз (чтобы определитель был поло- 
жителен), так что, сгруппировав попарно соответствующие 
направления, мы получим формы вида (3.62с) с Ѳ = л. Итак, 
группа 80 (п) есть группа вращений. (Заметим, что если п 
нечётно, то каждая матрица из 80 (п) оставляет неподвиж- 
ным по крайней мере одно направление.) Остальные мат- 
рицы из О(п) можно трактовать как отражения (с враще- 
нием), т. е. преобразования, изменяющие ориентацию вся- 
кого множества п линейно-независимых векторов. Это — тема 
следующего упражнения. (Понятие ориентации базиса под- 
робно обсуждается в гл. 4.) 

Упражнение 3.15. Покажите, что каноническая форма вся- 
кого элемента из О (п) , не принадлежащего 80 (л), есть 
произведение матрицы сПарДІ, .... 1, — 1,1, ..., 1) (имею- 
щей ровно один элемент — 1 на диагонали) и канониче- 
ской формы некоторой матрицы из 80 (я). Выведите от- 
сюда, что она является отражением. 

Упражнение 3.16. Покажите, что любая матрица из 80 (п) 
является элементом однопараметрической подгруппы. До- 
кажите, что произвольная матрица из 50(3) эквивалентна 
одному повороту на некоторый угол Ѳ относительно не- 
которой оси. 
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Прежде чем расстаться с группой вращений, исследуем 
её алгебру Ли, по крайней мере для группы 50(3). Вектор- 
ное пространство Т е есть пространство всех антисимметрич- 
ных матриц, имеющее размерность три (см. упр. 3.14(6)). 
Один из его базисов состоит из матриц 

/0 0 0 \ / 0 0 1 \ /0 -1 0 \ 

0 0-1, і 2 = 0 0 0, 5 3 = 1 00 

\0 1 о/ V— і о о/ Ѵо 0 0/ 

(3.63) 

Упражнение 3.17. Покажите, что указанный выше базис 
алгебры Ли группы 50(3) имеет следующие скобки Ли: 

[Ьи и] = ц, [ии\=ц, [и,ц\ = и (з.б4) 

Вскоре мы еще вернемся к этой алгебре. 

(іѵ) Ещё одна важная для физики матричная группа — 
это 30(п), специальная унитарная группа в (комплексном) 
л-мерном пространстве’*. Это подгруппа в группе ОЬ(п, С) 
всех комплексных п X я-матриц с ненулевым определителем 
(так называемой полной линейной группе «-мерного комп- 
лексного пространства 2 ’). Поскольку каждый элемент мат- 
рицы может быть комплексным, а каждое комплексное число 
задаётся двумя вещественными, группа Сі (п, С) имеет раз- 
мерность (вещественную) 2л 2 . В ней имеется подгруппа Щп), 
называемая унитарной группой, состоящая из унитарных мат- 
риц, т. е. матриц і I, удовлетворяющих равенству П _1 = II*, 
где символ * обозначает переход к комплексно-сопряженной 
транспонированной (эрмитово-сопряжённой) матрице. По ана- 
логии со случаем О (л) алгебра Ли подгруппы Н(л) состоит из 
всех антиэрмитовых л X «-матриц. (Матрица А называется 
антиэрмитовой, если А* — — Л.) Эта алгебра Ли имеет веще- 
ственную размерность л 2 , поскольку антиэрмитова матрица 
имеет л (л — 1)/2 произвольных комплексных внедиагональных 
элементов (задаваемых п(п — 1) вещественными числами) и п 
произвольных чисто мнимых диагональных элементов (кото- 
рые дают ещё п вещественных измерений, а в итоге полная 
размерность получается л 2 ). Подгруппа 5Н(д) в і! (п ) — это 
множество всех матриц Ід (п) с единичным определителем. 
Поскольку определитель любого элемента V (п) есть комп- 
лексное число, по модулю равное единице, равенство еди- 
нице определителя даёт одно дополнительное условие, по- 
этому 311 (п) имеет размерность п 2 — 1. Алгебра Ли группы 


1! Зресіаі Шііагу §гоир іп п сіітепзіопз. — Прим. ред. 

2) Оепегаі Ьіпеаг §гоир іп п Сотріех Зітепзіопз. — Прим. ред. 
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311 (п) — это множество всех антиэрмитовых матриц с нуле- 
вым следом. (След матрицы А есть сумма а‘«; см. § 1.6.) 

Упражнение 3.18. Покажите, что алгебра Ли группы 
311 (п) есть множество всех антиэрмитовых матриц с ну- 
левым следом. (Можно воспользоваться тем фактом, что 
произвольный элемент из II ( п ) имеет каноническую фор- 
му біад;(е' Фі , е 1ф>2 , ..., е 1ф ' г ),где {ф/, /=1, .... п } — веще- 
ственные числа.) 

Упражнение 3.19. (а) Покажите, что следующие матрицы 
образуют базис касательного пространства Т е группы 
5Н( 2): 



(3.65) 


Докажите, что Т е — трёхмерное вещественное векторное 
пространство: хотя сами матрицы и содержат мнимые чис- 
ла, лишь их линейные комбинации с вещественными коэф- 
фициентами остаются в Т е . 

(Ь) Покажите, что указанный выше базис алгебры Ли 
группы 311 { 2) имеет следующие скобки Ли: 

[/ь/ 2 ]=/з, [/ 2 ,/з]=/ь [/з, /і] = / 2 . (3.66) 

Формально это идентично (3.66); как мы увидим в сле- 
дующем параграфе, это указывает на тесную связь между 
ЗІІ(2) и 50(3). 

Упражнение 3.20. (а) Пусть іг(Л)=а‘,- обозначает след 
матрицы А. Докажите, что іг (В~ ] АВ) — 1г (Л) . 

(b) Используя (а), а также: (і) тот факт, что опреде- 
литель обладает свойством беі(ЛВ) = сіеі (Л) с1еі(В), (іі) 
соотношение (3.56) и (ііі) канонические формы (3.55) — 
(3.59), докажите, что для произвольной матрицы Л вы- 
полняется соотношение 

<М(ехр (Л) ) = ехр(1г(Л)). (3.67) 

(c) Используя (3.67), дайте более простое доказатель- 
ство утверждения упр. 3.18. 

3.16. АЛГЕБРЫ ЛИ И ОТВЕЧАЮЩИЕ ИМ ГРУППЫ ЛИ 

Для каждой группы Ли ,0 определена её алгебра Ли (д). 
Поскольку каждый элемент § из О есть образ точки е при 
левом сдвиге, порождённом §, и поскольку каждому вектору 
из Т е соответствует единственное векторное поле из этой ал- 
гебры Ли, то, следовательно, каждая точка § из О принадле- 
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жит некоторой кривой из каждой левоинвариантной конгруэн- 
ции. Можно ли построить группу О, зная лишь её алгебру 
Ли? Ответ в общем утвердительный, но прежде чем сформу- 
лировать его, надо дать более совершенное определение ал- 
гебры Ли, нежели то, с которым мы до сих пор работали. 

Алгебра Ли — это вещественное векторное пространство V, 
снабжённое операцией билинейного умножения, обозначаемой 
через [,] (и называемой скобкой Ли), которая двум произ- 
вольным векторам А и В сопоставляет вектор [Л, Я], причём 
должны быть выполнены следующие соотношения: 

(i) [А,В]=-[В,А], (3.68) 

(ii) [А, [Я, С] ] + [Я, [С, А] ] + [С, [Л, В]} = 0. (3.69) 

Существенное различие между этим определением и опреде- 
лением, которое мы дали в § 2.14, состоит в том, что здесь 
скобка Ли определена формально, а именно как операция, 
обладающая свойствами (і) и (іі), что позволяет работать 
с операциями любой природы, лишь бы они обладали этими 
свойствами. Одной из таких операций является взятие ком- 
мутатора векторных полей, и это была единственная опера- 
ция, которую мы до сих пор использовали. Другим очевид- 
ных примером служит векторное пространство /? 3 с обыч- 
ным векторным произведением 

[а, 5] е* аХ Б. (3.70) 

Упражнение 3.21. (а) Покажите, что (3.70) удовлетворяет 
тождеству Якоби (3.69) . 

(Ь) Покажите, “то базис ё\ = (1,0,0), ё 2 = (0,1,0), 
ё 3 = (0, 0, 1) имеет следующие скобки: 

[ёи ё 2 ] = ё 3 , [ё 2 , ё 3 ] = ё и [ё 3 , ёі] = е 2 . (3.71) 


Сравните (3.71) с (3.64) и (3.66). 

А теперь сформулируем без доказательства теорему, 
имеющую фундаментальное значение для физики: за каждой 
алгеброй Ли стоит группа Ли. Точнее, каждая алгебра Ли 
есть алгебра Ли одной и только одной связной и односвяз- 
ной группы Ли. (Многообразие называется односвязным, 
если каждая замкнутая кривая может быть гладко стянута 
в точку. Обсуждение и доказательство этой теоремы для не- 
которых частных случаев можно найти в книгах Зріѵак 
(1970) и ѴѴагпег (1971).) Более того, любая другая связная 
группа Ли с той же алгеброй Ли, но не односвязная накры- 
вается этой односвязной группой Ли. (Связное многообразие 
М накрывает многообразие N. если существует отображение 
я многообразия М на N, такое что прообраз некоторой ок- 
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рестности V произвольной точки Р многообразия N есть 
дизъюнктное объединение открытых окрестностей точек из 
я -1 (Р) в М. Пример накрывающего многообразия приведён 
на рис. 3.12.) Это накрытие должно быть гомоморфизмом 
групп. (Определение гомоморфизма в § 1.4.) 


- 5 " 



Я 1 К » ) ІИ — і(«) -К » ) — 

-4п ~2П 0 2іх 4Я 6гС 

Рис 3.12, Единичная окружность 5 1 бесконечное число раз накрывается 
вещественной прямой Л 1 при отображении я: 5 1 , переводящем точку 

х в точку л(х) на координатами которой в плоскости Р} служат 
(созлу зіпл:). Множество я -1 ! 17 ) является объединением всех указанных 
на рисунке открытых интервалов в Я'. 

Прекрасной иллюстрацией этой теоремы служат группы 
50(3) и 50(2). Прежде всего покажем, что группа 50(2) 
односвязна. Для этого рассмотрим множество Н всех матриц 
вида 



где а и Ь — произвольные комплексные числа (черта обо- 
значает комплексное сопряжение). 

Упражнение 3.22. (а) Покажите, чтоЯ\ {« о)} , под- 
множество множества Н, состоящее из матриц с ненуле- 
вым определителем, является группой по умножению и, 
следовательно, подгруппой Ли в 05(2, С). 

(b) Покажите, что Н — вещественное векторное про- 
странство (относительно матричного сложения) размер- 
ности 4, один из базисов которого образуют матрицы / ь 

/ 2 , /з из упр. 3.19 и матрица / = ^ ' ^ ) ■ 

(c) Пусть А — произвольная матрица, принадлежа- 
щая Н : 

А = 2(Х\/ 1 -ф 2а 2 / 2 -ф 2<Хз/з -ф ссД, 

где {а,} — вещественные числа. Покажите, что А принад- 
лежит 50(2) тогда и только тогда, когда 

а? + <*2 + а! + а2=1. (3.73) 
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(й) Используя этот факт, покажите, что группа 50 (12) 
допускает 1 - 1 -отображение на трёхмерную сферу 5 3 , кото- 
рая является односвязным многообразием. (Другими сло- 
вами, 5 3 и 517(2) диффеоморфны.) 

Теперь построим отображение л: 51/ (2)-*- 50(3), являю- 
щееся накрытием. Его легко построить, используя экспонен- 
ту от элементов алгебры Ли. В 50(2) экспонента элемента 
равна 

<*Р ('/,)«(' ,) + т(“ о) + 7г(4-) = (~о -і) 

+Ш з и <-> 

Экспонента элемента О] из 50(3) равна 

/1 0 0 \ /00 0\ 
ехр( 5 Т 1 )= О 1 0 +5- 0 0 -1 


(3.74) 


+ 2^ 0 -1 


О +-з^з 


О 0 0\ 

О 0 1 + 

■0-1 о/ 


Чо о -1/ Чо -1 0 7 

/10 0 4 

= О С03 5 — ЗІП 5 I. 

ч О ЗІП 5 СОЗ 5 / 

Поэтому естественно задать отображение л правилом 
л: 50 (2)-* 50(3), 

/ соз у і зіп-| \ /1 о о \ 

л: , , )і — 0 соз і —зіп і I. 


(3.75) 


. . і I 

1 зіп у соз — 


О зіп і 


(3.76) 


Ясно, что это гомоморфизм двух однопараметрнческих под- 
групп, а также что два элемента (и і + 2я из 50(2) имеют 
один и тот же образ в 50(3). Далее, значению параметра 
і + 4лл, где п — произвольное целое число, отвечает та же 
точка из 50(2), что и значению і. Тем самым мы доказали, 
что ехр(Оі) — двулистное накрытие ехр($Д). Это утвержде- 
ние распространяется на всю группу: отображение 

(: ехр( 1 Ді + 1 2 І2 + ізіг)' — > схр {і\Ь\ + ОЕг + І 3 Е 3 ) (3,77) 

есть двулистное накрытие группы 50(3) группой 50(2). 
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Поскольку мы знаем, что у 51/ ( 2) та же глобальная топо- 
логия, что у трёхмерной сферы, построенное двулистное на- 
крытие даёт возможность разобраться в топологии группы 
50(3). Однопараметрическая подгруппа ехр(Оі) в 50(2) 
начинается в точке е при і = 0 и возвращается в неё при 
і = 4л. На рис. 3.13 эта подгруппа представлена в виде боль- 
шой окружности сферы 5 3 . (Следует, однако, помнить, что 
мы не вводим метрику на группе 50(2). Нас интересует 

лишь топология в целом, а не 
метрические отношения.) Точки, 
обозначенные і и I + 2л, диамет- 
рально противоположны друг дру- 
гу. Они дают одну и ту же точку 
из 50(3), поэтому мы просто мо- 
жем считать, что 50(3) — это 
верхняя полусфера сферы 5 3 , при- 
чём точки экватора, находящиеся 
на противоположных концах диа- 
метра (т. е. точки і = л и і = 
= Зя), отождествлю! ся между 
собой. Эта верхняя полусфера 
сферы 5 3 с указанным отождеств- 
лением уже не является одно- 
связной. Такую кривую, как < &, 
можно гладко стянуть в точ- 
ку, а вот кривую, задаваемую 
подгруппой ехр (іЬі ) , — нельзя, 
поскольку диаметрально противоположные точки на экваторе 
нельзя свести вместе — они всегда будут оставаться диамет- 
рально противоположными. Эта конструкция делает очевид- 
ным и тот факт, что в некоторой окрестности точки е группы 
50(3) и 50(2) тождественны. Именно поэтому у них и со- 
впадают алгебры Ли. Такая идентичность в окрестности еди- 
ницы имеет место для любых двух групп с одинаковыми ал- 
гебрами Ли. 

Какой же из этих двух групп соответствует алгебра Ли, 
определяемая соотношением (3.70)? Это всецело вопрос ин- 
терпретации. Как абстрактная алгебра Ли она соответствует 
обеим группам. Как конкретную алгебру векторов в У? 3 её 
обычно связывают с группой 50(3), а именно говорят, что 
подгруппе ехр(ѲЬі) (поворот на угол Ѳ относительно оси х) 
соответствует «кривая» ехр(Ѳёі) в У? 3 (вектор вдоль оси х 
длины Ѳ). Это сопоставление повороту вектора общепринято 
у физиков, особенно когда вращение происходит во вре- 
мени — тогда скорости вращения сопоставляется вектор угло- 
вой скорости. Возможность такого удобного отождествления — 
чисто случайная вещь, связанная с трёхмерностью нашего 


е 



Рис. 3.13. Двумерный „срез“ 
пространства 5 3 , содержащий 
однопараметрическую подгруп- 
пу ехр (11 1 ) группы 811(2). 
Группа 50(3) есть верхняя по- 
лусфера, причём точки на про- 
тивоположных концах диамет- 
ров отождествляются. 
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пространства; группа 50(4) имеет размерность 6, а размер- 
ность векторного пространства /? 4 , на котором эта группа дей- 
ствует, равна 4, и здесь подобное отождествление уже невоз- 
можно. Но вернёмся к алгебре Ли /? 3 (с операцией вектор- 
ного произведения). Её можно отождествить и с алгеброй 
Ли группы 5Д(2), способом, аналогичным описанному выше. 
В § 3.18 мы увидим, что это даёт возможность сопоставить 
спину частицы некоторый вектор в /? 3 , хотя спин и не яв- 
ляется элементом из Т р для какой-либо точки Р в Р 3 . 

Заканчивая наш разговор об алгебрах Ли, отметим, что 
мы теперь в состоянии доказать, что абелева алгебра Ли — 
это алгебра Ли абелевой группы Ли. Абелева алгебра Ли 
размерности п — это просто векторное пространство и как та- 
ковое является алгеброй Ли группы Ли Р п (см. § 3.15). По- 
скольку группа Р п односвязна, любая другая группа Ли с 
той же алгеброй Ли должна накрываться группой Р п и 
должна быть тождественна с ней в окрестности н_ачала коор- 
динат е. Поскольку Р п — абелева группа {V ѴР = Т V) , 
абелевой будет и любая другая (связная) группа, имеющая 
абелеву алгебру Ли. 

3.17. РЕАЛИЗАЦИИ И ПРЕДСТАВЛЕНИЯ 

Обычно всякую группу лучше всего рассматривать как 
абстрактную группу , всецело определяемую групповой опера- 
цией, а в случае групп Ли ещё и структурой многообразия. 
Таким образом, 50(3) как абстрактная группа — это просто 
определённое трёхмерное многообразие, на котором действует 
определённое правило, по которому паре элементов § и Н 
ставится в соответствие точка дН, их произведение; это пра- 
вило должно подчиняться обычным аксиомам группы. Для 
физиков эта абстрактная структура — не самый интересный 
аспект теории групп. Для них важнее знать, где действует 
группа и как. Группа 50(3) играет такую большую роль 
потому, что с каждой её точкой ассоциировано вращение на- 
шего трёхмерного пространства. Такое соответствие назы- 
вается реализацией группы. Точнее, реализация данной груп- 
пы О — это соотнесение каждому элементу § из О преобразо- 
вания Т(§) некоторого пространства М, при котором сохра- 
няются групповые свойства: (і) Т (е) = I (тождественное 
преобразование, оставляющее все точки А1 на месте); 
(іі) Т (§~ 1 ) = [Т (д) ] - 1 ; (ііі) Т(§) ° Т{Н) = Т(§Н). Если это 
соответствие взаимно-однозначно, (Т(§)^=Т(Н) при рфН), 
то мы имеем точную реализацию. В случае когда М — век- 
торное пространство, а каждое Т(§) — линейное преобразова- 
ние (т. е. тензор типа (!) на этом векторном пространстве)', 
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реализация называется представлением. Поясним эти понятия 
на примерах. 

(i) Рассмотрим вращения единичной сферы 5 2 , заданной 
уравнением х 2 + у 2 + г 2 = 1 в Я 3 - Предположим, выполнен 
поворот относительно оси х на угол Ѳ. В результате этого по- 
ворота точка на сфере, имеющая координаты (х,у,г), ото- 
бразится в точку ( х у', г') с координатами 

х' — х, 

у' — у соз Ѳ — г зіп Ѳ, (3.78) 

г' = у 8Іп Ѳ + г соз Ѳ, 

по-прежнему принадлежащую нашей сфере, поскольку 
(х') 2 (у') 2 (г') 2 — 1. Это преобразование отвечает эле- 
менту ехр(ѲЬі) группы 50(3), в обозначениях (3.63). Лю- 
бому элементу этой группы соответствует некоторое преобра- 
зование сферы 5 2 в себя. Поскольку 5 2 — многообразие, но не 
векторное пространство, мы имеем реализацию группы 50(3). 
Но то же самое преобразование (3.78) можно рассматри- 
вать и как отображение всего пространства Я 3 в себя, а не 
только сферы 5 2 в себя. Поскольку Я 3 — векторное простран- 
ство, мы получаем представление группы 50(3) посредством 
матриц, преобразующих векторы пространства Я 3 в векторы 
того же пространства. С помощью этих самых матриц мы и 
определили группу 50(3) в самом начале. Этот пример слу- 
жит демонстрацией весьма тонкого, но полезного подхода. 
Как правило, группа определяется сначала при помощи той 
или иной (точной) реализации либо представления, так как 
это даёт возможность конкретно изучить все свойства груп- 
пы. Затем, однако, целесообразно рассматривать её как аб- 
страктную группу, ибо могут быть и другие полезные пред- 
ставления или реализации, которые до сего были неизвестны. 
В следующем параграфе мы укажем также представления и 
реализации для группы вращения. 

(ii) У каждой группы есть по меньшей мере две точные 
реализации: левый и правый сдвиги по себе. Произвольный 
элемент § группы С определяет её преобразование, при ко- 
тором точка к отображается в точку §к ( прогрессивная , или 
главная , реализация), а также преобразование, при котором 
к отображается в к§~ 1 ( регрессивная реализация). 

(Ш)» Все изучавшиеся выше матричные группы: СЬ{пЯ), 
0{п), 50 (п), ОЬ(п,С), Щп), 50(п)— мы изучали при по- 
мощи их точных представлений в виде матричных преобразо- 
ваний я-мерных вещественных либо комплексных векторных 
пространств. Но каждая группа Ли О допускает ещё пред- 


*> Этот пример даётся в качестве дополнительного материала 
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ставление в виде линейных преобразований на своей соб- 
ственной алгебре Ли; оно называется присоединённым пред- 
ставлением и определяется следующим образом. Рассмотрим 
сначала отображение группы О в себя І е : к*— >§к@- 1 . Это — 
присоединенная реализация группы О; преобразование, отве- 
чающее элементу §, состоит в левом сдвиге на § и правом 
сдвиге на (Эта реализация не обязательно точная; если 
О — абелева группа, то І Й — тождественное отображение 
/п — >Іі для всех ^.) Такие преобразования называются внут- 
ренними автоморфизмами группы О. Заметим, что каждое І е 



Рис. 3.14. Что происходит с кривой, проходящей через точку е, при ото- 
бражении /г- показано в два этапа. Сначала действует отображе- 

ние Н і- »§7г, затем %к \ — Единичная точка е отображается в себя, 
но близкие к ней точки /г и / обычно изменяются, так что касательный 
вектор в точке е отображается в некоторый другой вектор. 

отображает единичный элемент е в себя, так что каждая кри- 
вая, проходящая через е, отображается в кривую, также про- 
ходящую через е (вообще говоря, другую), см. рис. 3.14. По- 
этому 1 е индуцирует отображение произвольного касатель- 
ного вектора из Т е в касательный же вектор. Это отображе- 
ние, обозначаемое через Аб г , называется присоединённым 
преобразованием пространства Т е , индуцированным элемен- 
том §. Если кривая, изображённая на рис. 3.14 сплошной ли- 
нией, есть, скажем, однопараметрическая подгруппа ехр(ЕУ), 
где X принадлежит Т е , то её образ при действии внутреннего 
автоморфизма І 8 будет тоже однопараметрической подгруп- 
пой, поскольку § (!Ь.)§~ 1 = (§(§~ 1 ) (§Н§- 1 ) . Следовательно, 
штриховая кривая на рис. 3.14 есть однопараметрическая 
подгруппа, порождённая вектором А<4 г (А): 

/ г [ехр(^)]= ехр [4 Аб г (X) ] . (3.79) 

Если элемент § сам принадлежит некоторой однопараметри- 
ческой подгруппе §(«) = ехр(5У), то вектор Аб г (А) должен 
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некоторым естественным образом выражаться через У. Такое 
выражение для Аё г (А) дано в следующем упражнении. 

Упражнение 3.23. Покажите, что 

Асі я ( 5 , (X) = ехр(з^р) А. (3.80) 

3.18. СФЕРИЧЕСКАЯ СИММЕТРИЯ, СФЕРИЧЕСКИЕ ГАРМОНИКИ 
И ПРЕДСТАВЛЕНИЯ ГРУППЫ ВРАЩЕНИЙ 

Выше мы рассматривали векторы Киллинга и их связь 
с симметриями эвклидова пространства. Конкретизируем те- 
перь эти понятия на примере сферической симметрии. Гово- 
рят, что многообразие М с метрическим тензором д обладает 

сферической симметрией, если алгебра 
Ли её векторных полей Киллинга со- 
держит в качестве подалгебры (т. е. 
подпространства, скобки элементов ко- 
торого снова принадлежат ему же) ал- 
гебру Ли группы 50(3). О подалгебре 
приходится говорить, так как тензор 
д может иметь и другие симметрии; 
нас же интересуют здесь только те, 
которые связаны с его сферической 
природой. Обратим внимание читателя, 
что было бы неверно говорить, что М 
сферично «относительно некоторой 
точки», так как «центры» соответ- 
ствующих сфер могут и не принадле- 
жать М (см. рис. 3.15). Наше опреде- 
ление является внутренним: указанная выше подалгебра Ли 
определяется через векторные поля на самом многообразии М. 
В § 3.9 было показано, что алгебра Ли векторных полей 
{І х , Іу, І г } задаётся соотношениями (3.30). Полагая Ѵі — —І х , 
Ѵі = — I у и Уз = — 1 г , мы видим, что алгебра Ли векторных 
полей {Р г } тождественна алгебре Ли группы 50(3), зада- 
ваемой соотношениями (3.64). Отсюда следует, что данное 
нами определение сферической симметрии влечёт существо- 
вание слоения многообразия М, слои которого имеют геомет- 
рию сферы (определение слоений см. в § 3.7). 

Рассмотрим теперь функции, определённые на двумерной 
сфере 5 2 . Всякая функция на М задаёт такую функцию на 
каждой из её сфер — слоёв симметрии. Определим простран- 
ство функций Ь 2 (3 2 ) как гильбертово пространство всех 
комплекснозначных квадратично-интегрируемых функций на 
5 2 , т. е. функций, для которых существует 

| У = ^ \\!\ 2 зіпѲ<Шф у /2 


(С 



Рис. 3.15. Цилиндриче- 
ская поверхность имеет 
осевую симметрию, но 
центры окружностей 
симметрии не принадле- 
жат этой поверхности. 


(3.81) 
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(норма }), где интеграл берётся по обычному элементу пло- 
щади сферы. (Наше определение этого пространства не сов- 
сем аккуратно, но достаточно для тех целей, которые стоят 
перед ними.) Пространство і 2 (5 2 ) есть бесконечномерное 
векторное пространство. Его элементами являются функции, 
линейные комбинации которых берутся с произвольными по- 
стоянными коэффициентами; никакое конечное множество 
функций не образует базиса. Реализация элемента § группы 
50(3) как отображения Я(&) сферы 5 2 порождает отобра- 
жение, переводящее произвольную функцию (( х ‘ ) на сфере 
в другую функцию на сфере, получаемую простым сдвигом 
аргумента. Тем самым Я(§) определяет представление группы 
50(3) в векторном пространстве Б 2 (5 2 ),и это представление 
будет уже бесконечномерным, поскольку Б 2 (5 2 ) бесконечно- 
мерно. Возникает вопрос, существуют ли конечномерные под- 
пространства пространства І 2 (5 2 ), также дающие представле- 
ния группа 50(3)? Каждое такое подпространство должно 
быть инвариантным относительно группы 50(3) в том смысле, 
что функция К (§■)[/] Для любого элемента §• из 50(3) и лю- 
бой функции /, принадлежащей этому подпространству, снова 
должна принадлежать ему. Поедположим, такое подпростран- 
ство существует и функции {/,, г = 1, N} образуют его 
базис. Это подпространство инвариантно тогда и только тогда, 
когда для произвольных чисел {«'} существуют числа {&'}, 
такие что 

Я (ё) [“>[,]= ь% (3.82) 

Поскольку рассматриваемое отображение линейно, имеет 
место соотношение 

Ь‘ = 8 1 і а ’> (3.83) 

которое определяет матрицу § 1 ,, соответствующую элементу 
§ группы 50(3). Эта матрица и будет представлением эле- 
мента § в данном подпространстве. Будем говорить, что пред- 
ставление группы 50(3) в векторном пространстве V (а так- 
же и само V ) неприводимо, если V не содержит ни одного 
конечномерного подпространства, инвариантного относи- 
тельно 50(3). 

Конструкция неприводимых представлений группы 50(3) 
в подпространствах Б 2 (5 2 ) описана во многих работах 
(см. Гельфанд, Минлос и Шапиро, 1963). Базисные функции 
неприводимых подпространств хорошо известны всем физи- 
кам как сферические гармоники Уі т ■ Мы не будем зани- 
маться построением этих гармоник, а просто попытаемся ис- 
толковать их в наших терминах. Утверждается следующее. 
Каждое неприводимое подпространство пространства Б 2 (5 2 ) 
характеризуется некоторым целым числом / ^ 0 и имеет раз- 
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мерность, равную 2/ + 1. Функции {Ущ, т= — /, /} суть 

базисные функции для этого подпространства, которое мы 
обозначим через V/. Далее, объединение всех этих базисов 
для всех I служит базисом для самого пространства Б 2 (5 2 ); 
другими словами, сферические гармоники образуют полную 
систему функций. Поскольку любое отображение /?(^) сферы 
5 2 в себя является экспонентой от некоторой линейной ком- 
бинации векторов {І х , 1 у ,1г}, подпространство Ѵі инвариантно 
относительно группы 50(3) тогда и только тогда, когда оно 
инвариантно относительно 1 Х , 1 У и / 2 . В тривиальном случае 
I = 0 базисная функция У 00 = 1 имеет производные Ли 

1 х (У 00 )=1 у (У 00 )=1 г (У 00 )=0, 

которые, разумеется, все линейно-зависимы с У 00 . Более со- 
держателен случай 1=1, где мы имеем три базисные функ- 
ции 

-> = (ж )' 2 $1п Ѳе " ф > К| ° = (ж) ' С05 ѳ > 

у " = (ж) 1/2зіпѲе ’ ф - < 3 ' 84 ) 

Упражнение 3.24. (а) Покажите, что если х, у, г — декар- 
товы координаты в У? 3 , то на сфере 5 2 , определяемой урав- 
нением х 2 + У 2 + г 2 = 1, выполняются следующие соотно- 
шения: 

у '«Чж) 12г - 

У " = (ж) 1,2 (* + іг/). (3 ‘ 85) 

(Ь) Вычислите все производные 1,Уік, в частности про- 
верьте, что 

І х (У 1 _ 1 ) = -іУ 10 /2 1! \ / г (У п ) = ІУ п , (3.86) 

и убедитесь, что пространство У х инвариантно относитель- 
но 50(3). 

Почему для Ѵі берётся именно этот базис? В основном 
ради удобства. Удобно, когда базис состоит из собственных 
функций относящихся к делу операторов, т. е. функций, удов- 
летворяющих соотношению 

А{ = ос[, (3.87) 

где А — рассматриваемый оператор, а а — константа. Сфери- 
ческие гармоники пользуются предпочтением потому, что они 
являются собственными функциями одновременно для опера- 
тора Іг и оператора I 2 = ^ + (&- 1у ) 2 + (^/ г ) 2 > °преде- 
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лённого в упр. 3.7. Следующее упражнение показывает, что 
это большее, на что можно рассчитывать: нельзя найти не- 
тривиальные собственные функции сразу для двух из опера- 
торов {І к , 1 Ѵ , Ц, 

Упражнение 3.25. Предположим, что функция / удовлетво- 
ряет условиям 

= 1у (!)=?>!< 

где а и р — некоторые константы. Используя (3.30), пока- 
жите, что 

а = р = 1 г (і) = 0. 

Между прочим, полнота системы сферических гармоник 
проистекает из того факта, что \1 г и Ь 2 — коммутирующие 
операторы (см. упр. 3.7), которые являются самосопряжён- 
ными операторами в Ь 2 (5 2 ) (точнее, могут быть «расширены» 
до таких операторов). Спектральная теорема из функцио- 
нального анализа (см. Рисе и Сёкефальви-Надь, 1979) гаран- 
тирует полноту системы их собственных функций. 

В действительности представления группы 50(3) можно 
изучать гораздо более абстрактно, чем мы это делали выше. 
В частности, для того чтобы развить большую часть относя- 
щейся сюда алгебры, нет нужды знать, что представляет 
собой векторное пространство V. Например, наше исходное 
представление группы 50(3) в виде матриц, преобразующих 
векторы пространства /? 3 , безусловно неприводимо, поскольку 
ни одно подпространство в /? 3 , за исключением тривиального 
подпространства {0}, не является инвариантным относитель- 
но вращений. Оказывается, это представление формально 
идентично представлению в пространстве, порождённом сфе- 
рическими гармониками с / = 1, размерность которого также 
равна трём (=2 / + 1). Фактически соотношения (3.85) — это 
просто преобразование координат в /? 3 , от (х,у,г) к (Уі_ь 
У 10 , Уп). В это преобразование входят комплексные числа, но 
если подходить к делу формально алгебраически, то матрицы 
§>,- (см. (3.83)). отвечающие базису из сферических гармо- 
ник, можно преобразовать в матрицы, отвечающие обычному 
декартову базису, и окажется, что это будут именно те мат- 
рицы, с помощью которых мы в самом начале определили 
группу 50(3). 

Упражнение 3.26. Пусть {уі\ /=1, 2, 3} обозначают функ- 
ции (Уі_і, У І0 , Уп), а {х 1 } — функции {х,у,г}. Найдите 
матрицу перехода Л — ду''/дх к и её обратную Л*у. Ис- 
пользуя метод упр 3.24 (Ь), найдите матрицу Х>\' опе- 
ратора Іх в базисе сферических гармоник: 

Іх(у'') = Х г ѵу*. 
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Вычислите, во что перейдет матрица Х? к - при переходе 

к декартовому базису: 

ХІ = А' і'А г \Х 1 ’ г', 

и убедитесь, что получится в точности матрица — О; (см. 

(3.63)). 

Отметим, что представление, отвечающее 1=1, есть наи- 
меньшее точное представление группы 50(3) (представле- 
ние, отвечающее / = 0, очевидно, не является точным). Его 
обычно называют фундаментальным представлением группы 
50(3). В § 4.29, посвящённое векторным сферическим гармо- 
никам, мы познакомимся ещё с одним множеством неприво- 
димых представлений группы 50(3). Там пространство пред- 
ставления будет уже не пространством функций на сфере, а 
пространством векторных полей на сфере. 

И наконец, следует сказать несколько слов относительно 
связи между представлениями группы 50(3) и накрывающей 
её группы 50(2). (Те читатели, которые не проштудировали 
§ 3.16, смело могут пропустить это место.) Поскольку суще- 
ствует единственный элемент группы 50(3), ассоциирован- 
ный с данным элементом группы 50(2), то всякое представ- 
ление У? группы 50(3) автоматически определяет представ- 
ление 5 группы 50(2): для произвольного элемента и из 
50(2) в качестве преобразования 5(п) берём У?(л(и)). Если 
элементам и и и' отвечает один и тот же элемент группы 
50(3), то для так построенного представления 8(и) = 5(и'). 
Но у 50(2) имеются и другие представления, скажем Т, для 
которых Т(и)фТ(и'), даже если л(и) — я(и'). Эти пред- 
ставления иногда называют двузначными представлениями 
группы 50(3). Снова мы просто приведём здесь результат: 
неприводимые представления группы 50(2) определяются ин- 
дексом к ^ 0, который может быть либо целым, либо по- 
луцелым числом. Те представления, для которых к — целое 
число, являются представлениями группы 50(3), отвечаю- 
щие тому же индексу (т. е. 1 = к). Прочие представления 
суть двузначные представления группы 50(3). Примером та- 
кого двузначного представления может служить матричное 
представление в двумерном комплексном пространстве, ко- 
торое мы использовали для определения группы 50(2). Для 
этого представления к=\, и называется оно спинорным 
представлением со спином ^ • Подобно представлению с / — 1 
для группы 50(3), данное представление является наимень- 
шим точным представлением для группы 50(2). Если взять 
произвольный базисный вектор в пространстве этого пред- 
ставления (называемый спинором) и подействовать на него 
однопараметрической подгруппой ехр(Оі), где і пробегает 
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значения от 0 до 4л, то, как нетрудно видеть, соответствую- 
щий путь в 50(3), а именно ехр(^і) дважды пройдет от О 
до 2я: когда мы дойдем до значения і — 2л, мы вернёмся 
опять в начальную точку в группе 50(3), но в группе 50(2) 
мы окажемся в точке — е. Поэтому говорят, что при повороте 
на угол 2л спинор меняет знак (е-> е) . 

Поистине удивительно, что описанное выше соответствие 
между представлениями — не просто математическая забава 
Волновая функция элементарной частицы со спином есть 
элемент пространства неприводимого представления группы 
5ё/(2) для соответствующего полуцелого к. Вот пример того, 
что физик назвал бы изумительной простотой природы. Мы 
начинаем с алгебры Ли группы вращений и находим, что 
простейшей из групп, имеющих ту же алгебру Ли, т е. наи- 
более просто устроенной топологически, будет 311(2), а не 
50(3). А затем мы находим, что, несмотря на трудности на- 
глядного представления действия группы 50(2) в Л> 3 , при- 
рода посчитала именно её более фундаментальной, создав 
частицы, соответствующие тем из её представлений, которые 
не являются представлениями группы 50(3)! 


3.19. БИБЛИОГРАФИЯ 

Нсскоіько старомодное, но весьма полное изложение теории произ- 
водных Ли дает книга К Ѵапо, ТЬе ТЬеогу о) Іл'е Бегіѵаііѵез апсі ііз Ар- 
ріісаіюпз (Ыогііі Ноііаік), Атзіегсіат, 1955) 

Теоремы о полноте для самосопряженных операторов можно найти в 
«Лекциях по функциональному анализу» Ф Рисса и Б Сёкефальви-Надя 
(М Мир, 1979) 

Анализ тесной взаимосвязи, существующей между группами Ли и про- 
изводными Ли, дан в книгах Р \Ѵ \Ѵагпеі, Роипсіаііопз о! БіЯегепііаЫе 
МапіГоІсІв апсі Біе Огоирз (Зсоіі, Рогезтап, Оіепѵіеш, 111, 1971), М Зріѵак, 
А СошргеЬепзіѵе Іпігосіисііоп іо БіИегепііаІ Оеошеігу (РиЫізЬ ог РепзЬ, 
Возіоп, 1970), ѵоі 1, Б Аиьіапсіег & К Е Мае Кепхіе, Іпігосіисііоп іо Біі- 
ІегепііаЫе Машіоісіз (МсОгаѵ НіП, Ѵогк, 1963) 

Более подробную информацию о группах Ли можно найти в моногра- 
фиях Р Неггпапп, Біе Огоирз Еог РЬузісізіз (Веп]'ашіп, Кеаскп^, Мазз , 
1966) или Н \Ѵеу1, ТЬе ТЬеогу оі Огоирз апсі фиапіит МесЬашсз (Бо- 
ѵег, І4е\ѵ Уогк, 1950) Теория представления для наиболее важных групп 
излагается в большинстве руководств по квантовой механике, например в 
указанной выше книге Г Вейля, см также Н Біркш, Біе Огоирз іог Ре- 
Оезігіапз (Могііі-Ноііапсі, Атзіегсіат, 1966), М А Наймарк, Линейные 
представления группы Лоренца (М Физматгиз, 1958), И М Гельфанд, 
Р. А Минлос и 3 Я Шапиро, Представления группы вращений и группы 
Лоренца и их применения (М Физматгиз, 1958) 

Полезным справочным пособием по матричной алгебре, на которое 
мы неоднократно ссылались, является книга М \Ѵ НігзсЬ, & 5 Згааіе, БіІ- 
Іегепііаі Ециаіюпз, Бупагшсаі Зузіетз, апсі Бтеаг АІ^еЬга (Асасіетіс 
Ргезз, Иеѵ Уогк, 1974), 
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Исчисление дифференциальных форм, созданное в начале 
этого века Э. Картаном, — один из наиболее полезных и пло- 
дотворных аналитических методов в дифференциальной гео- 
метрии. Перечень понятий, унифицированных и упрощённых 
благодаря введению этих форм, поразителен: теория интегри- 
рования на многообразиях, векторное произведение, диверген- 
ция и ротор в трехмерной теории поля, определители матриц, 
ориентируемость многообразий, условия интегрируемости для 
систем дифференциальных уравнений в частных производных, 
формула Стокса, формула Гаусса 1 ) и ещё многое другое. Как 
и в случае большинства действительно фундаментальных ма- 
тематических и физических понятий, математика дифферен- 
циальных форм очень проста. В этой главе мы сначала вве- 
дём дифференциальные формы в том геометрическом контек- 
сте, в котором они возникают наиболее естественным обра- 
зом, а затем на глазах читателя теория дифференциальных 
форм (или просто форм) будет постепенно набирать свою 
силу. 

А. АЛГЕБРА И ИНТЕГРАЛЬНОЕ ИСЧИСЛЕНИЕ ФОРМ 
4.1. ОПРЕДЕЛЕНИЕ ОБЪЕМА: 

ГЕОМЕТРИЧЕСКАЯ РОЛЬ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ ФОРМ 

До сих пор мы избегали «придавать» нашим многообра- 
зиям какую-либо форму или жёсткость. Мы отметили, правда, 
возможность введения метрических тензоров, но всё наше 
внимание было сосредоточено на аналитических структурах, 
которые можно было определять, не прибегая к метрике. Те- 
перь мы обратимся к изучению одного чрезвычайно полезного 
класса тензоров, а именно тензоров, с помощью которых 
можно определять элементы объёма на многообразиях. 

Рассмотрим объём в двумерном случае, называемый в этом 
случае площадью. Любая пара (бесконечно малых) векторов 


’> В отечественной литературе называемая также формулой Гаусса — 
Остроградского. — Прим. ред. 
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в эвклидовом пространстве определяет некоторую (бесконеч- 
но малую) площадь, а именно площадь, ограниченную парал- 
лелограммом, построенным на этих векторах (рис. 4.1). Одна 
и та же площадь задаётся многими различными парами век- 
торов, которые могут отличаться друг от друга как длиной 



Рис. 4.1. Две пары векторов и определяемые ими площади. 

векторов, так и величиной угла между ними (рис. 4.2). От- 
сюда видно, что площадь — понятие менее жёсткое, чем 
метрика, ибо эвклидова метрика однозначно определяет и 
длины векторов, и величину угла, заключённого между ними, 
а площадь даёт всего лишь одно число, отвечающее двум за- 
данным векторам. Естественно, если метрика есть, то она 
однозначно определяет и площадь; позже мы покажем, как 



Рис. 4.2. Три пары векторов, определяющие равные площади. 

это происходит. Но для определения площади на двумерном 
многообразии (либо объёма на произвольном многообразии) 
вовсе не обязательно определять метрику на этом многообра- 
зии. В самом деле, многие различные метрики могут опреде- 
лять один и тот же объём. 

Предположим, в некоторой точке двумерного многообра- 
зия мы имеем два линейно-независимых бесконечно малых 
вектора. Рассмотрим построенный на них параллелограмм. 
Мы хотим приписать этой фигуре (малую) площадь, т. е. 
двум заданным векторам сопоставить некоторое число. Это 
число должно удваиваться, если будет удвоена длина одного 
из векторов; кроме того, оно должно обладать свойством 
аддитивности относительно сложения векторов, т. е. должно 
выполняться соотношение 

площадь (а, Ь) + площадь (а, с) = площади (а, Ъ + с). 

То что это соотношение выполняется для эвклидова про- 
странства, доказано геометрически на рис. 4.3. На предпо- 
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следнем шаге используется тот факт, что площадь паралле- 
лограмма останется неизменной, если одну из его сторон 
сместить на любое расстояние вдоль прямой, которую она 
определяет. Таким образом, мы доказали, что площадь (,) 




площадь (а,Ь) = 


площадь ( а,Ь+с) = 


Ь + с 


і^*У' 


площадь (а, с) = 

"( — I 

I I 

І^кі 

V к 


т 

I 


М 


= площадь (5,6) + площадь (о, с). 

Рис, 4.3. Геометрическое доказательство того факта, что площадь парал- 
лелограмма является значением тензора. 


билинейна по своим аргументам, т. е. является тензором. По- 
скольку площадь — число, это тензор тина ( 2 )- Далее, если 



Рас. 4.4. Площадь, определяе- 
мая векторами V и 117. 


а и В параллельны, площадь по- 
строенного на них параллело- 
грамма обращается в нуль. От- 
сюда вытекает, что если а и 5 
поменять местами, то наш тен- 
зор должен изменить знак; этот 
факт доказывается в следующем 
упражнении. 


Упражнение 4.1. Докажите, что если В — тензор типа 

( 2 ). такой что В (V 7 , V) = 0 для всех V, то В (О, №) — 

— ВШ 7 , О) для всех О, Ш. (Указание: положите V — 
V + $\) Тензор В с таким свойством называется антисим- 
метричным (или кососимметричным) по своим аргументам. 

Остановимся на этом поподробнее. На рис. 4.4 изображены 
два вектора, задающие параллелограмм определённой пло- 
щади. Эта площадь, выраженная через координаты векторов, 
как известно, равна (с точностью до знака) следующему 
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определителю: 


площадь = 


V х 


Ѵ у 
I Ѵ у 


Антисимметричность относительно V' и Н7 очевидна. 

Обычно в приложениях знак игнорируют и под площадью 
понимают абсолютное значение указанного выше определи- 
теля. Но нам будет удобнее сохранить знак, так как он даёт 
информацию о том, какую ориентацию, правую или левую, 
имеет заданная пара векторов. Позже мы будем подробно 
говорить об этом. Кроме того, мы детально исследуем связь 
между тензорами объёма и определителями матриц. Но 
прежде нам надо построить алгебру антисимметричных тен- 
зоров. Сначала мы рассмотрим свойства таких тензоров в 
произвольной фиксированной точке, а затем обобщим полу- 
ченные результаты на тензорные поля. 


4.2. ОБОЗНАЧЕНИЯ И ОПРЕДЕЛЕНИЯ, КАСАЮЩИЕСЯ 
АНТИСИММЕТРИЧНЫХ ТЕНЗОРОВ 

Напомним ещё раз (см. упр. 4.1) что тензор типа 

называется антисимметричным, если при перестановке аргу- 
ментов его знак изменяется, т. е. 

й антисимметричен <=>• й {11, V) — 

— со (К, {/) для всех {] , V. (4.1) 

Тензор типа (°)> 3, называется антисимметричным, 

если при перестановке любых двух своих аргументов он ме- 
няет знак. Из всякого тензора можно построить антисимме- 
тричный — его так называемую антисимметричную часть. На- 
пример, если й — тензор типа ( ^ ) > а Р — тензор типа ( д ) . 
то их антисимметричные части задаются формулами 

♦ 6) а (О, V) = ~ [й (й, 10 - со ( V , О)], (4.2) 

♦ РА Ф, V, Ю—Ф- [р ф, ѵ, Г)+Р (V, г , П) + р (Г, и, к) 

-р(ѵ,й,ю-р (г, ѵ,й )-р ф, г, V)]. (4.3) 


Общее правило состоит в том, что должны учитываться все 
перестановки аргументов, причём нечётные перестановки бе- 
рутся со знаком минус, а чётные — со знаком плюс. Множи- 
тели 1/2! и 1/3! суть традиционные нормировочные множи- 



148 


4 ДПФФЕРГНЦІПЛЬНЫЕ ФОРМЫ 


тели, позволяющие называть йд антисимметричной частью 
тензора й В индексных обозначениях формулы (4.2) и (4.3) 
перепишутся в виде 

♦ (®а)ц = -+- К/ — Ю/ <) = “[./ь (4-4) 

Ф ІР^)ик (Рі]к~\~Р]кі Ркіі Рікі')^ ==: Р\іік]' ( 4 - 5 ) 


Квадратные скобки [і . . . к] используются для краткой 
записи процедуры антисимметризации, включая нормировоч- 
ный множитель В дальнейшем мы постоянно будем использо- 
вать это обозначение. Буква с волной над ней, например р, 
всегда обозначает антисимметричный тензор. Один-формы, 
для которых мы уже давно используем обозначение с вол- 
ной, — «вырожденный» частный случай антисимметричных 
тензоров, — у них всего один аргумент. 

Упражнение 4.2. (а) Докажите, что если компоненты тен- 
зора р типа ( у ) антисимметричны относительно любой 

пары индексов, то р — антисимметричный тензор. 

(b) Пусть {А/Д — компоненты некоторого антисим- 
метричного тензора Покажите, что 

А ]к :=== А[цк] 

(c) Пусть А — антисимметричный тензор типа а 

В— произвольный тензор типа Покажите, что 


А„Вч = А, ВйД 


т. е. что в свёртке А с В участвует лишь антисимметрич- 
ная часть тензора В. 

(б) Пусть тензор А тот же, что и в (Ь), а В — сим- 
метричный тензор типа^д), т. е. В(й, 5) = В (а, й) для 
любых один-форм й и а. Покажите, что 

А ч Вч = 0. (4.6) 

Антисимметричные тензоры обладают следующим важным 

/ох 

свойством: антисимметричный тензор типа ^ ) на п-мерном 

векторном пространстве ( р ^ п) имефг не более чем 


рп га! 

рі (га — р)і 


(4.7) 


15 У нас принято обозначать эту величину через С^. — Прим. ред. 
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независимых компонент. Чтобы доказать это, заметим, что 
всякая ненулевая компонента нашего тензора определяется р 
различными числами, выбираемыми из множества (1, /г). 

(Числа должны быть попарно различными, ибо при любых 
двух равных индексах компонента антисимметричного тензора 
обращается в нуль; ср. с упр. 4.1.) Порядок, в каком выбраны 
эти р чисел, т. е. порядок индексов компоненты, влияет самое 
большее на её знак, следовательно, все компоненты, индексы 
которых являются перестановками заданного множества р 
чисел, можно считать известными, если известна хотя бы 
одна из них. Таким образом, число независимых компонент 
равно числу различных наборов из р чисел, выбранных из 
множества п чисел, а это как раз и есть биномиальный коэф- 
фициент, указанный выше. 

Упражнение 4.3. Докажите, что если р > п, то все компо- 
ненты антисимметричного тензора типа ^ ^ на «-мерном 
векторном пространстве равны нулю. 


4.3. ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫЕ ФОРМЫ 

Дифференциальная форма степени р, или, короче, р-форма 
(р^:2), — это, по определению, антисимметричный тензор 

типа ( . Как уже было определено ранее, один-форма — 

это тензор типа ( ) ) • Скалярные функции называются нуль- 
формами. 


Упражнение 4.4. Покажите, что множество всех р-форм 
фиксированной степени р само является векторным про- 
странством относительно операции сложения, определён- 
ной в упр. 2.4. Следовательно, оно является подпростран- 
ством пространства всех тензоров типа^^. Какова его 
размерность? 

Точно так же, как тензоры типа Г ^ ^ можно получать из 


тензоров типа 



при помощи операции взятия тензорного 


произведения ®, так и два-формы можно строить из один- 
форм при помощи операции А (называемой операцией взятия 
внешнего произведения ) , которую мы сейчас и определим. 
Если р и ц — один-формы, то их внешнее произведение за- 
даётся формулой 


р А д ^ р Ѳ д — д ® р. 


(4.8) 
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В отличие от формулы (4.2) множитель 1/2! здесь отсут- 
ствует ! 

Упражнение 4.5. Проверьте, что р Лр есть два-форма. По- 
кажите, что р Ар — 0. 

Упражнение 4.6. Пусть (ё„ і= 1, ..., п} — базис данного 
векторного пространства, а {й 7 } — двойственный ему ба- 
зис один-форм. Покажите, что {й'Лй\ /. к=\, ..., п) 
будет базисом векторного пространства всех два-форм. 
Указание: для произвольной два-формы а рассмотрите 
числа а ч — а(ё,, ё\) и покажите, что 

а=^а і7 й‘Дй і . (4.9) 

Обратите внимание на множитель 1/2! в (4.9); он обуслов- 
лен тем, что в рассматриваемую сумму по ( і , /) равный вклад 
вносят й‘ ® 6' и й' <® й‘. Появление этого множителя именно 
здесь объясняется тем, что мы не ввели его в определение 
внешнего произведения (см. (4.8)), как это делается в неко- 
торых руководствах. Это дело вкуса. 

Формула для внешнего произведения естественным обра- 
зом распространяется на три-формы: 

р Л (р Л г) = (р Л р) Л г =р Ар Аг 

= р®р®г + р®г<8>р-1 ...; (4.10) 

фигурирующие здесь перестановки и знаки те же, что и в пре- 
дыдущем параграфе. Заметим, что эта формула и её обобще- 
ние на случай любого конечного числа один-форм позволяют 
определить внешние произведения для произвольных р- и 
р-форм, ибо, согласно упр. 4.6, произвольную р-форму можно 
представить в виде линейной комбинации внешних произве- 
дений р один-форм (базисных один-форм). 

Множество всех форм любой степени, снабжённое анти- 
коммутативным умножением Л, называется алгеброй Г рас- 
смана (или грассмановой алгеброй). 

Упражнение 4.7. Покажите, что сумма размерностей всех 
пространств р- форм, р ^ п, равна 2". (Указание: исполь- 
зуйте биномиальную теорему.) Такова размерность про- 
странства грассмановой алгебры. 1 

Упражнение 4.8. Покажите, что если р — один-форма, а 
р — два-форма, то 

(Р А Ч) іік = РіЧ ік + Рвы + Рвч = ЪР\в,нг 



4 4. ОБРАЩЕНИЕ С ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫМИ ФОРМАМИ 


151 


Вообще покажите, что для любых р-формы р и < 7 -формы р 
(Р Л Л = С' + Ѵ. А.. Щ (4-11) 

4.4. ОБРАЩЕНИЕ С ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫМИ ФОРМАМИ 

Алгебра форм достаточно проста, сложности связаны лишь 
с необходимостью следить за знаками и факториалами. Как 
будет видно из этого и последующих параграфов, лучший спо- 
соб прийти к правильному результату — это действовать тща- 
тельно и неторопливо. Например, выведем правило коммута- 
ции форм. Если р — р- форма, а р — р-форма, то 

♦ рЛр = (— 1)^рЛр. (4.12) 

Чтоб убедиться в этом, представим р и р в виде суммы компо- 
нент, умноженных на внешние произведения форм й‘ Л ... 
... Лео 7 и 5* Л ... Л й 7 (р и р множителей в каждом внеш- 
нем произведении соответственно), и покажем, что (4.12) 
выполнено для каждого простого произведения 

(й'Л ... Лй')Л(“‘Л ... Л й ; ). 

В силу ассоциативности внешнего произведения скобки в 
этом выражении можно опустить. Если переставить два лю- 
бых множителя (например, й 7 и 5> к ), то выражение 
изменит знак. Переставляя а 1 с р множителями й* Л ... 
... Л й г , мы изменим знак р раз, и в итоге 

й'Л...Лй / Дй і А...Лй' = 

= (— іу'й* Л ... ЛЙ 4 Л ... Лй'л (Ь 1 

Проделав то же самое с каждым из р множителей й‘ Л ... 

. . . Л & 1 , получим требуемый множитель [( — 1) ч ] р , что и до- 
казывает (4.12). 

В дальнейшем нам понадобится операция свёртки вектора 
с формой. Чтоб получить из р-формы вещественное число, 
требуется р векторов. Если же подставлен только один аргу- 
мент, то р-форма превратится в (р— 1) -форму. А именно, 
определим_(р — 1) -форму, полученную свёрткой р-формы а с 
вектором следующей формулой: 

♦ а(|) = й(1, , , ..., ), [а(І)] / ...й = а, / ...*І‘. (4.13) 

р — 1 пустых мест 

Заметим, что если мы поставим | вместо первого на какое-то 
другое место, то это скажется только на знаке а(|). Чтоб 
понять, как это происходит, рассмотрим а = р Ад, где р и 
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р — 1-формы: 

(р а р)(І) = (р®Р — Я®Р)Ш = Р&)Ч — % (Юр- 

Таким образом, хотя I свёртывается с первым аргументом 
р Ар, перестановки, которых требует операция внешнего про- 
изведения, приводят к тому, что | свёртывается с каждой из 
1-форм, входящих в это произведение. Аналогично для произ- 
ведения р штук 1-форм мы находим 

(ёУ А в' А • • ■ А 00 й ) (I) = I V А • • • А б* 

— Л • • • Л + • • • 

+ Л &' А ••• 

= р1 1і ё>' А ■ ■ ■ А б* 1 . (4.14) 

Из этой формулы и обобщения формулы (4.2) следует, что 
если а — р-форма, то 

«(!)= (р- \) \% а и ■ ■ -к®' Л ■ ■ • А й к . (4.15) 

Этот ответ, конечно, прямо следует из (4.13) и (4.9). Анало- 
гично если а — произвольная форма, а (і — р-форма, то 

4 (рЛа)(І) = р(І)а + (-1) Р РЛа(|). (4.16) 

Это можно доказать, рассматривая опять каждую компоненту 
Р Л а по отдельности. 

Упражнение 4.9. Докажите (4.16). 

Для 6і(|) широко применяется и другое обозначение: ^ а 

4.5. ОГРАНИЧЕНИЕ ФОРМ 

Элементарным, но важным является понятие ограничения 
(сужения) формы на подпространство исходного векторного 

/ох 

пространства И. Поскольку р-форма есть тензор типа ^ ), 

её областью определения служит множество всех векторов 
из И (точнее, областью определения служит произведение 
ИХ ИХ ••• XV р экземпляров пространства И). Ограниче- 
ние (или сужение) а на подпространство ІИ пространства И — 
это та же самая р-форма а, только её область^определения 
ограничена векторами из ІИ. Мы обозначаем^ её а| «ц 

а|и?(А, ..., У)=а(А', ..., У), 

где все X, ..., У — из ІИ. Таким образом, форма а\у? опреде- 
лена лишь на ІИ. Заметим, что если размерность ІИ пг меньше 
р, то сужение а|ір — просто нуль (при рі> т любая р-форма 
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на т-мерном пространстве — нулевая), а если р = т, то 
а | «7 имеет одну независимую компоненту. Операцию сужения 
часто называют «сечением», поскольку наглядно векторное 
подпространство V/ можно представлять себе в виде пло- 
скости, рассекающей семейство поверхностей, представляю- 
щих форму. Говорят, что форма аннулируется векторным 
пространством, если её сужение на это пространство обра- 
щается в нуль. 

4.6. ПОЛЯ ФОРМ 

Как и для всякого тензора, поле р-форм на многообразии 
М есть правило (удовлетворяющее соответствующим усло- 
виям дифференцируемости), сопоставляющее каждой точке 
многообразия М р-форму. Поэтому все сделанные нами 
раньше замечания применимы к формам, рассматриваемым 
как функции на пространстве Т Р в каждой точке Р многооб- 
разия М. Лишь один пункт нуждается в уточнении: поскольку 
любое подмногообразие 5 выделяет в каждой точке Р, при- 
надлежащей 5, подпространство Ѵ Р касательного простран- 
ства Т Р , мы определим сужение поля р-форм а на 5 как 
поле, образованное сужением а на Ѵ Р в каждой точке Р. Для 
случая 1-форм мы уже имели пример такого сужения в § 3.6. 

4.7. ОРИЕНТИРУЕМОСТЬ 

На любом я-мерном многообразии пространство га-форм 
в каждой точке одномерно (см. (4.7)). Выберем некоторое 
поле я-форм и обозначим его й. Рассмотрим векторный базис 
{ё\ ё п } в точке Р. Поскольку векторы базиса линейно- 

независимы, то со(ёі, ..., ё п ) отлично от нуля тогда и только 
тогда, когда со Ф 0 в точке Р. Поэтому й делит множество 
всех базисов в точке Р на два класса: базисы, на которых й 
положительна, и те, на которых она отрицательна. На самом 
деле эти классы не зависят от конкретного выбора формы й. 
А именно, если со' — другая д-форма, отличная от нуля в точ- 
ке Р, то существует число / ф 0, такое что со' = /со. Если со 
положительна на каких-то двух базисах, то и со' будет иметь 
на них один и тот же знак (плюс, если / > 0, и минус, если 
/ < 0) и оба базиса опять-таки окажутся в одном классе. 
Итак, все базисы в данной точке попадают в один из двух 
классов:правозакрученные и левозакрученные. (Как называть 
какой класс, конечно же, вопрос соглашения; важно то, что 
сами классы чётко определены.) Многообразие называется 
(внутренне) ориентируемым, если возможно определить за- 
крученность согласованно (т. е. непрерывно) на всём много- 
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образии, иными словами, если существует п непрерывных 
векторных полей {ёі(Р), ё п (Р)}, таких что в каждой 

точке Р они образуют базис одной и той же ориентации. По- 
нятно, что это эквивалентно существованию «-формы, всюду 
непрерывной и отличной от нуля. Эвклидово пространство 
ориентируемо, лист Мёбиуса нет. 

4.8. ОБЪЁМЫ И ИНТЕГРИРОВАНИЕ 
НА ОРИЕНТИРУЕМЫХ МНОГООБРАЗИЯХ 

Вспомним, что формы связаны с элементом объёма. На 
«-мерном многообразии набор из « линейно-независимых 
«бесконечно-малых» векторов определяет область ненулевого 
объёма, «-мерный параллелепипед. Объём этой области есть 
значение «-формы. Можно выбрать любую «-форму в каче- 
стве формы объёма; этот выбор диктуется лишь рассматри- 
ваемой задачей. 

Интегрирование функции на многообразии сводится по су- 
ществу к умножению значения функции на объём малого 
координатного элемента, а затем к суммированию полученных 
чисел. Возвращаясь к форме объёма, введем удобные обозна- 
чения. Пусть со — это «-форма в области ІІ «-мерного много- 
образия М с координатами {х 1 х п }. Тогда, поскольку 

все «-формы в данной точке образуют одномерное векторное 

пространство, существует некоторая функция {(х 1 х п ), 

такая что 

й = {Ях 1 А ... А Ях". 

Чтоб проинтегрировать по области V, разобьём её на малень- 
кие области («ячейки») — параллелепипеды, построенные на 
« векторах {Ах’д/дх 1 , .... Дх"Я/дх"}, где {Ах'} — малые чис- 
ла. Интеграл функции \ по одной ячейке аппроксимируем зна- 
чением умноженным на произведение 

Ах'Ах 2 . . . Ах" = Ях 1 А ... А Ях" (Дх'З/дх 1 , . . . , 

Ах п д/дх п ). 

Таким образом, 

^ } (х 1 х") з* й (ячейка). (4.17) 

ячейка 

Просуммировав по всем ячейкам и взяв предел при стремя- 
щемся к нулю размере ячейки, мы получим то, что будем 
называть интегралом «в по V : 

4 ^ й 2= ^ / (х 1 , .... х п ) Ях 1 . . . йх п , 


(4.18) 
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где в правой части равенства стоит обычный интеграл диф- 
ференциального исчисления, а в левой части — наше новое 
обозначение. Поскольку левая часть не зависит от координат 
явно, то надо доказать, что она действительно не зависит от 
выбора системы координат на V. Мы ограничимся в нашем 
доказательстве случаем двух измерений, поскольку общий 
случай из него тривиально вытекает. Рассмотрим координаты 
А и ц. Тогда 

' ^ й = ^ / (А, ц) ЗА Л Яр. = ^ / (Я, \х)й%йи,. 

Если перейти к другим координатам х и у, то из определения 
ЙЯ как градиента и правила дифференцирования сложной 
функции следует, что 

За = За (х, у) = йх + бу, 

6 11 =^бх + ^-бу. 

Итак, мы получаем (напомним, что Зх А <3х = 0 в силу анти- 
симметричности) 

За л Зр = (Ц Зх + |і- 3 у) Л ($- За: + 15 бу) 

^0 (4.19) 

Множитель перед Зх Д Зу — это якобиан преобразования ко- 
ординат д (Я, р)/д(х, г/). Мы знаем из обычного интеграль- 
ного исчисления, что именно так и должен преобразовываться 
элемент объёма. Таким образом, (Я, р) -интеграл от / связан 
с. (х, «/) -интегралом в точности так, как надо. 

Однако значение ^ й не является совершенно нечувстви- 
тельным к выбору исходной системы координат. Мы показали 
лишь то, что оно не меняется при преобразованиях коорди- 
нат, но уже в самой формуле (4.17) имеется неопределённость 

в знаке. На этой формуле основано само определение Цй, 

и, следуя ему, мы получим ^ й с другим знаком, если базис, 

отвечающий исходной координатной системе, будет иметь 
ориентацию, противоположную той, которую мы выбрали. 
Правая часть (4.17) останется той же — форма не зависит от 
выбора базиса, но функция / в левой части изменит знак. 
(Такое изменение знака не имеет ничего общего с только что 
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рассмотренными координатными преобразованиями: там й п х 
умножилось бы на отрицательный якобиан, и всё было бы 
в порядке. Изменение знака происходит в самом исходном 

определении ^ й через обычный интеграл.) Избежать этой не- 
определённое™ нельзя. Общепринятый выход из положе- 
ния — выбрать на V некоторую ориентацию, т. е. определить, 
какое из двух семейств базисов будет правозакрученным, и 
использовать в определении (4.17) только правые координат- 
ные системы. Итак, мы видим, что интеграл от со по области 
II не зависит ни от чего, кроме ориентации. 

Во всех этих рассуждениях существенную роль играло то 
обстоятельство, что 0 можно покрыть единой координатной 
системой. Можно ли распространить интеграл на всё М, ко- 
торое может и не иметь глобальной системы координат? Ясно, 
что если две координатные карты имеют односвязную область 
перекрытия, то ориентация на одной карте однозначно инду- 
цирует ориентацию на другой и интеграл по объединению 
двух областей корректно определён. Ясно, что охватить всё М 
таким образом можно тогда и только тогда, когда М ориен- 
тируемо. С этого момента мы ограничимся интегрированием 
на ориентируемых многообразиях; стоит, однако, заметить, 
что теория интегрирования была распространена де Рамом и 
на неориентируемые многообразия, и эта обобщённая теория 
имеет интересные физические приложения (см. статью Сор- 
кина (1977), указанную в библиографии в конце главы). 

Для интегрирования, которое мы определили, всегда тре- 
буются формы максимальной степени: «-формы на «-мерном 
многообразии. Конечно, можно интегрировать и р-форму по 
р-мерному подмногообразию, если оно внутренне ориенти- 
руемо. Как связана ориентируемость подмногообразия 5 с 
ориентируемостью М ? Предположим, что М ориентируемо и 
Р — точка из 5. Можно ли однозначно «индуцировать» ориен- 
тацию р-форм в точке Р с помощью заданной «-формы со, 
которую мы считаем «правозакрученной», или «положительно 
ориентированной»? К сожалению, нет: сама по себе ш на 5 
не значит ничего, ведь её сужение на 5 — тождественный 
нуль, так как р < п. Обычно делается следующее: форма ев 
редуцируется от «-формы до р-формы с помощью « — р ли- 
нейно-независимых «нормальных» (т. е. не являющихся ка- 
сательными к 5) векторов в точке Р и, по определению, су- 
жение р-формы 

СО («1, * * . , «л— р) 

на 5 считается правозакрученным. Это определение явно за- 
висит от выбора векторов {«,}, включая и порядок, в котором 
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они пронумерованы. Такой способ выбора ориентации назы- 
вается внешней ориентацией на 5 в точке Р. Мы приведём 
соответствующий пример позже, при доказательстве теоремы 
Стокса. Если оказывается возможным задать внешнюю ориен- 
тацию {п„ і=1, , п — р } на всем 5 непрерывно («непре- 

рывно» означает и то, что векторы п, всегда остаются линейно- 



Рис 4 5 Лист Мебиуса в Р 3 Проще всего представлять его сделанным нз 
резины и плоско лежащим на странице, за исключением верхней части ри- 
сунка, где он один раз перекручен Если репер в точке Р “пронести” вдоль 
замкнутой кривой, изображенной штриховой линией, то вернувшийся ре- 
пер нельзя перевести в исходный непрерывной деформацией, при которой 
векторы 1 и 2 остаются все время па листе и все три вектора остаются 
линейно независимыми 

независыми и не являются касательными к 5), то 5 называ- 
ется внешне ориентируемым 

Ясно, что если существует какая-то ориентируемая откры- 
тая область многообразия М, содержащая 5, то 5 либо ориен- 



Рис 4 6 Кривые на листе Мебиуса Кривая Ч ? | не является внешне ориен- 
тируемой если пару векторов 1 и 2 в точке Р пронести вокруг ленты, как 
на рис 4 5, то получившуюся после возвращения в начальную точку пару 
нельзя привести к исходному виду непрерывной деформацией, при которой 
вектор 1 остается ьсе время касательным к штриховой линии и оба век- 
тора остаются линейно независимыми Кривая же Ч? 2 внешне ориентируема, 
поскольку у нее существует окрестность (пунктирная линия), в которой 
возможен согласованный выбор ориентации 

тируемо сразу и внутренне и внешне, либо не ориентируемо 
вовсе; если же такой области не существует, то для 5 может 
реализоваться лишь первая возможность, но не обе сразу. 
Например, рассмотрим лист (ленту) Мёбиуса в качестве дву- 
мерного подмногообразия Р г (рис. 4.5) и кривую на этой 
ленте в качестве её одномерного подмногообразия (рис. 4.6). 
Зададим в некоторой точке Р ленты правозакрученную тройку 
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векторов, два из которых лежат на ленте, а третий вне неё. 
Обнесём эту тройку один раз вокруг ленты так, чтоб два 
вектора всегда оставались касательными к ней. Тогда направ- 
ленный наружу вектор вернётся в точку Р направленным в 
противоположную сторону — лента Мёбиуса не является 
внешне ориентируемой в Р 3 . Аналогично, рассмотрим пару 
векторов на ленте, один из которых касателен к кривой Ф и 
а другой нет. После переноса вокруг кривой вектор, направ- 
ленный наружу, окажется по другую сторону кривой. Хотя мы 
знаем, что наша кривая внутренне ориентируема, это свойство 
не зависит от того, в какое пространство она погружена, её 
нельзя внешне ориентировать в большем неориентируемом 
многообразии. Напротив, кривая ( & 2 ориентируема и внутрен- 
не и внешне на ленте Мёбиуса, поскольку она не «чувствует» 
неориентируемости ленты — у І ?2 есть на ленте ориентируемая 
окрестность. 


4.9. А-ВЕКТОРЫ, ДУАЛЬНЫЕ ВЕЛИЧИНЫ И СИМВОЛ г ц к 


До сих пор мы ограничивались рассмотрением антисим- 
метричных тензоров типа (° ѵ )- но и для тензоров типа 
можно таким же образом построить грассманову алгебру. 
Антисимметричный тензор типа ( называется Ы-вектором. 


Также как и в случае форм, векторное пространство всех 
р-векторов в данной точке «-мерного многообразия имеет 
размерность С п р . 

Заметим, что в любой точке есть четыре векторных про- 
странства с одинаковой размерностью: пространства р- форм, 
( « — р)-форм, р-векторов и ( « — р) -векторов все имеют раз- 
мерность С п р = С п п _ р При соответствующих обстоятельствах 
можно строить 1-1 -соответствия между различными парами 
этих пространств. Мы видели в § 2.29, что метрический тен- 
зор задает 1-1-соответствие между тензорами типа и 

типа Г Ц V Нетрудно видеть, что это отображение сохраняет 


антисимметричность, следовательно, оно обратимо отобра- 
жает р-формы в р-векторы. Вне зависимости от того, задана 
метрика или нет, всякая «-форма объёма й (т. е. «-форма, 
нигде не обращаются в нуль) обеспечивает существование 
отображения р-форм в ( п — р) -векторы. Это (Ьтображение на- 
зывается отображением дуализации, и сейчас мы покажем, 
как оно строится. (Не путайте это отображение, которое за- 


висит от й и каждому отдельному тензору типа 



сопо- 
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ставляет тензор типа ^ и наоборот, с понятием дуаль- 

ного базиса один-форм, обсуждавшимся в гл. 2: там нет 
зависимости от со и там набор из п тензоров типа ГМ ото- 


бражается в набор из п тензоров типа ^ [ ^ и наоборот.) 

Для данного ^-вектора Т с компонентами Т‘ к = Д' 

(<7 индексов) определим тензор А следующим соотношением: 


♦ 


А . = — со 

І...І I 



(4.20) 


Символически мы будем писать 


Л = й (Т) 


или проще 

♦ А = *Т (4.21) 

Мы будем говорить, что А дуален к Т относительно со. Из 
(4.20) и антисимметричности со, . / относительно перестановки 
любых двух индексов очевидно следует, что А — антисимме- 
тричный тензор степени п — с? (это — число индексов от, 
оставшихся свободными после свёртки с <7 индексами Т). 
Таким образом, А есть ( п — < 7 ) -форма. Описанное отображе- 
ние однозначно определяет (п — < 7 ) -форму для каждого ( 7 -век- 
тора. То что оно обратимо, мы покажем позже, а сейчас про- 
демонстрируем, что это отображение уже встречалось чита- 
телю при изучении векторного произведения в векторной ал- 
гебре трёхмерного эвклидова пространства. 

Чтоб это понять, вспомним, что в эвклидовом пространстве 
обычно не различают векторы и один-формы: в декартовых 
координатах компоненты вектора и ассоциированной с ним 
один-формы совпадают. Рассмотрим два вектора О и V и 
отвечающие им один-формы О и 9. Два-форма О АР имеет 
С | = 3 независимых компонент С/і Ѵ 2 — И 2 Ѵ 1 , 11 іѴ 3 — і/ 3 1 / ь 
ІІ 2 Ѵ 3 — II зѴѴ Вектор ПУ(Ѵ имеет те же компоненты, и легко 
показать, что 

* (О X V) — О А V (размерность 3). (4.22) 

Упражнение 4.10. Докажите (4.22), используя (4.20). 

Это проливает свет на странные обстоятельства, связан- 
ные с векторным произведением: почему оно вообще сущест- 
вует, почему оно не существует в размерностях, не равных 
трём (только в случае размерности 3 отображение дуализации 
превращает векторы в два-формы), и почему ОХ ^ — «акси- 
альный» вектор. Последнее объясняется тем, что в эвклидо- 
вом пространстве принято определять й так, чтобы базису 
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( ё\,ё 2 ,ёз ) соответствовал положительный объём. Если ориен- 
тация базиса меняется, то то же происходит и со знаком й, 
а следовательно, и со знаком О X У (который зависит от 
знака й, поскольку с помощью й вектор ОХ V отображается 
в форму О ЛѴ, знак которой не должен меняться). Вот век- 
торное произведение и меняет знак при отражении координат. 

Соответствие между Т и * Т обратимо, поскольку они 
имеют по одинаковому числу компонент. (Иными словами, 
свёртка Т с йв (4.20) не приводит к потере информации, со- 
держащейся в Т поскольку Т уже был антисимметричен по 
всем своим индексам.) Таким образом, для данной />фор- 
мы А существует единственный (п — р) -вектор Т, такой что 
А = * Т Это можно формально записать, введя п-вектор 
со 1 ' •" *, обратный к й, определяемый соотношением 

с о 1 -- к (о { _ к = п\. (4.23) 


Множитель /?! необходим, поскольку сумма в (4.23) содер- 
жит п\ одинаковых слагаемых іо 123 - ,г соі 2 з ... п — ® 213 - "© 21 з ... п 
= ... ; он обеспечивает нужную нормировку: 


0 1 23 ... п 



(4.24) 


Мы говорим, что тензор 3 дуален к р-форме В относительно 
й, и пишем 


♦ 3=*В, (4.25) 

если 


♦ 


5‘ - 



т- 


(4.26) 


То что два введённых отображения дуализации взаимно об- 
ратны, мы покажем сначала на примере числовой функции. 
Функция /, рассматриваемая как 0-вектор, имеет дуальную 
«-форму / й Этой п-форме дуален 0-вектор 

• <№=•>'■■■" у®. ...«) = !■ 


Итак, мы доказали, что **/ == /. 

В общем случае рассуждаем так. Начнём с /з-формы 8 и 
определим ( п — р) -вектор 3 с помощью (4.26). Применим 
к 3 оператор дуализации: 


(*§)/... 

1 

1 ( ге-р)! 

^2 . . . к 

) 


_ 1 

р\ ( п — р)! 65 * - А/ • 



_ (— 1 )р(п — р) 

р\ ( п - р)\ ‘ • 

щ ^... кг ..., Вг 
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Чтобы получить последнюю строчку, надо было переставить 
каждый из п — р индексов і ... к со всеми р индексами 
г ... 8, что и дало п — р множителей ( — 1) р . Дадим индексам 
(/ ... I) конкретные значения, например (1 ... р). (Понят- 
но, что несущественно, как именно они «называются».) Тогда 
в сумме (при фиксированных (г ... х)) 

со. ,. со 1 ' 

индексы і ... к надо выбирать из множества (р+1, ..., п) . 
Таким образом, в сумме получится (п — р)\ ненулевых сла- 
гаемых и все они будут равны друг другу, в точности как в 
(4.23); следовательно, 

©*. ..кі... 5 = (,г-р)!со р+ь _„,_ р ир+ 1 -» Г 

Далее, это равно нулю во всех случаях, когда (г ... з) не 
есть перестановка из (1 ... р ), ибо тогда у второго со будут 
иметься совпадающие индексы. В сумме по (г . . . $) 

соР+‘ ■■■ пг ■•• 8 В Г ... 5 

есть р\ ненулевых слагаемых, опять-таки равных друг другу. 
Итак, мы получаем 

ю р+1 ...пг...*В Г '" ! = р \ Ю Р+! ... ш ... РД, р> 

Вместе эти формулы дают 

(*3)і ... р =-(-1)Р<«- р )и Р+1 ... „ 1 ... Р соР+> р1 ••• РВі ... р. 

Но из (4.24) вытекает, что 

Юр+і ... пі ... рСо р+1 ••• ПІ ■■■ р= 1; 

следовательно, 

(*3)і... Р =(-і) р( ' г ' р) Ді...р. 

Поскольку метки 1 ... р могли представлять произвольные 
индексы, то мы доказали, что 

ф **В = {-1) р{п ~ р) В. (4.27а) 

Аналогично если бы мы начали с ^-вектора Т то получили бы 

Ф **Т = (— 1)' 7< "“‘ 7> Т. (4.27Ь) 

Заметим, что при нечётных п множитель ( — 1 )р("-р) всегда 
равен +1. 

Как мы уже раньше отмечали, метрика отображает р-фор- 
мы в р-векторы. В сочетании с отображением дуализадии это 
даёт отображение р-форм в ( п — р) -формы, или р-векторов 
в ( п — р) -векторы. Обычно это отображение по-прежнему 
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обозначается просто через *. Нужна, правда, известная бди- 
тельность в отношении знаков в случае, если метрика инде- 
финитна (когда, как в теории относительности, некоторые 
длины положительны, а некоторые отрицательны). В деталях 
мы обсудим это попозже. Один пример использования такой 
операции дуальности дан в упр. 5.13. 

В алгебре форм часто бывает удобно употреблять анти- 
симметричные символы Леви-Чивиты 

+ 1, если і / ... к — четная 
перестановка чисел 
1, 2, . . ., л; 

— 1 , если іі . . . к — нечетная , 

4 е й== і (4.28) 

перестановка чисел 

1 , 2, . . . , л; 

О во всех остальных 
случаях. 

Например, форма Зх ] А йх 2 А йх ѣ на трёхмерном многообра- 
зии будет иметь компоненты е ( у* в системе координат 
(х 1 ,х 2 ,х?) и компоненты !іг, ік в любой другой системе коор- 
динат, где к— некоторая функция. Предположим, что «-фор- 
ма объёма со имеет компоненты 

= ( 4 - 29 ) 

іде / — некоторая функция. Тогда обратный к ней л-вектор 
имеет компоненты 

(йЧ ••• 6 = уБ‘/ *. (4.30) 

4.10. ТЕНЗОРНЫЕ ПЛОТНОСТИ 

Нами принята та точка зрения, что любая ненулевая 
л-форма на л-мерном многообразии определяет элемент 
объёма. В реальных задачах подчас встречается сразу не- 
сколько таких л-форм. (Примером может служить течение 
идеальной жидкости, рассматриваемое в гл. 5. На трёхмер- 
ном многообразии эвклидова пространства есть три физи- 
чески существенные три-формы: одна, интеграл от которой 
задаёт объём области, другая — массу, а третья — некоторую 
сохраняющуюся величину, связанную с завихрённостью.) По- 
этому иногда удобнее соотносить все такие формы с одной 
зависящей от выбора системы координат л-формой дх 1 А 
3.x 2 А ... А йх п , компоненты которой суть просто ец ... Если 
со — рассматриваемая л-форма, то соотношение (4.29), пере- 
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писанное в виде 

®>»7 = Гое ,-/ ... к , 

определяет величину п>, называемую скалярной плотностью. 
Хотя й) — функция на многообразии, она не является настоя- 
щим скаляром, поскольку зависит от выбора координат. При 
преобразовании координат х 1 ' = /*(*/) компоненты © умно- 
жаются на якобиан ] этого преобразования (см. (4.19)), в то 
время как е, 7 ... к по определению остаются неизменными. Та- 
ким образом, п> преобразуется по правилу 

»' = /». 

Это закон преобразования скалярной плотности веса 1. (Тер- 
мин «вес» будет определён позднее.) Всё это можно обобщить 
и на тензорные плотности. Предположим, например, что Т — 
/ 2 \ 

тензор типа п ) на л-мерном многообразии, антисимметрич- 
ный по своим векторным аргументам: 

п индексов 

Тогда, после свёртки с двумя один-формами а и р, Т задаёт 
форму объёма Ца, |3): 

На, Р) = Т(й, Р; , .... ), 

іи ... і — Т ІІ к ... /а г ф/. 

(Такие тензоры появляются в физике. Например, тензор 
напряжений, упоминавшийся в гл. 2, определяет плотность 
напряжений, когда заданы две один-формы; полное напря- 
жение есть интеграл от неё по всему объёму, интеграл от 

свёртки тензора типа полученного умножением тензора 

напряжений на форму объёма.) Компоненты Т можно пред- 
ставить в виде 

Г' й ..щ = 2'Ч...л 

откуда определяются числа (?' / }, являющиеся компонентами 
дензорной плотности типа ( р ) • (Для обозначения тензорных 

плотностей общепринято использовать готические буквы.) За- 
коном преобразования для такой плотности будет 

г ы , ( 4 . 31 ) 

где /, как и раньше, — якобиан (определитель матрицы Л г ф). 
Это закон преобразования для тензорной плотности типа 

(о) веса ь 



164 


4 . ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫЕ ФОРМЫ 


Термин вес указывает, сколько якобианов / в законе пре- 
образования. Например, число го, преобразующееся по закону 

го' = I 2 го, 

есть скалярная плотность веса два. Обобщение на тензорные 
плотности и на другие веса очевидно. Обычные тензоры — 
это плотности веса нуль. Интерпретация плотностей с весом, 
отличным от нуля или единицы, довольно сложна, но такие 
величины действительно оказываются иногда полезными. 
В этой книге мы не будем работать с плотностями, отдавая 
предпочтение формам как таковым. 


4.11. ОБОБЩЕННЫЕ СИМВОЛЫ КРОНЕКЕРА 

У символов Леви-Чивиты есть много полезных и интерес- 
ных свойств; некоторыми мы воспользуемся в этом и следую- 
щем параграфах. Как мы видели раньше, часто приходится 
сталкиваться с произведениями нескольких е, такими как 
е‘ 7 *е » ... т . Возможно развить систематический и удобный 
способ работы с ними. 

Прежде всего заметим, что в двух измерениях для любой 
ненулевой два-формы <а мы имеем 

= еув*' = 6**6'/ - 6*/6',-. (4.32) 


Первое равенство следует из (4.29) и (4.30). Простейший 
способ установить второе равенство — это заметить, что обе 
части антисимметричны относительно {к, I) и (і, /); поэтому 
достаточно рассмотреть случай і ф /, кФ I. С точностью до 
знака есть только один такой член, а именно е^е 12 = 1. Легко 
видеть, что правая часть тоже дает единицу, что и доказывает 
равенство. Похожая цепь рассуждений приводит нас к от- 
вету в общем случае п измерений: 



г с т с г с I * /м ■ 

= 6 А у . . . 6 й — б ; 6 і _' 6 й + ... 

= л! б'убѴ . . в г *,. 


(4.33) 


Существует сокращённая запись для всего этого. Определим 
р-дельта-символ как 

♦ б!'.”/ = р\ б'[б . . . 6% (4.34) 

где каждое из множеств (і ... /) и (к ... I) содержит по р 
индексов. В частности, 

Іт ... г .Іт ... г 
= Оц ... к • 


♦ еу ... *е 


(4.35) 
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Можно получить р-дельта-символ из (р + 1) -дельта-символа 
с помощью свёртки, например по первому индексу. Начнём с 

&ітг ... з =(р - 1- 1)! б\і6 І т 6 к г . . . 6 х]. 

Члены суммы можно перегруппировать следующим образом: 
= Р\ Ь\Ь ! [т Ь к г . . . 6І] - р\ б г т 6 ; 1г 6 к г . . . 6 1 8і 

- р\ бѴб' [т б\ . . . 6 ; „ - ... - р\ 6 1 $ 6 ! 1т 6 к г . . . 6 1 п 

= р\ {габ [„,6 г ... б 5 ] — б ; \ т б г .. . 6 г 5 ] 

б^тб г • • • б 5 ] — . . . — Ь'\ т 6 к г . . . б г 5| }, 

что даёт 

♦ б ш...8 — (п — р)б( п (4.36) 

для один раз свёрнутой (р + 1) -дельты в п-мерном простран- 
стве. 

Упражнение 4.11. (а) Обоснуйте каждый шаг в выводе 
(4.36). 

(Ь) Получите р-дельту из «-дельты с помощью п~р 
свёрток: 

ІІ^ІІ = ~ РУ 6 * '• '• • '• (4.37) 

п — р р 

В качестве примера использования этой алгебры вычислим 
двойное векторное произведение в трёхмерном эвклидовом 
пространстве. В декартовых координатах оператор * выра- 
жается через е, и 

(ОХЮ/ = е, 7 #Р, 

поэтому 


№ X Ш X Ѵ)Ъ = г цк ^ Чіт Ѵ 1 Ѵ т 
= е Мі г к1т \7 і и 1 Ѵ т . 


Из (4.34) и (4.36) получаем 

щ х (О ХЩ = (б\б т , - б'/б” 1 ,) ^и г у т 

= ^(іг • Ѵ)-ѵ і (уу-Ѵ). 


Вывод настолько прост, что делает совершенно ненужным 
заучивание формулы двойного векторного произведения. 
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4.12. ОПРЕДЕЛИТЕЛИ И й 

Рассмотрим 2 X 2-матрицу с элементами Л' 7 . Мы покажем, 
что 

сЗеі(Л) = вцк и А 2 <. (4.38) 

Чтоб в этом убедиться, выпишем явно сумму в правой части: 
ъі,А и А*і = е 12 Л"Л 22 + е 21 Л 12 Л 21 ; 

мы воспользовались тем, что ел = е 22 = 0. Кроме того, еі 2 == 
— е 2 і = 1, и мы получаем 

Л П Л 22 — Л 12 Л 21 , 

что по определению и есть определитель нашей матрицы. Сле- 
дующее упражнение обобщает формулу на случай произволь- 
ной матрицы размера «Х«- 

Упражнение 4.12. (а) Покажите, что определитель пХп- 
матрицы с элементами А ‘ 7 ( і, / =1, ..., п) равен 

4 беі(Л) = Ёі ] ... кА ]1 А 21 . . . А пк . (4.39) 

(Указание: определитель пХ «-матрицы выражается через 
(п-І)'Х(п — 1) определители по правилу Лапласа. Ис- 
пользуя это правило, докажите (4.39) по индукции, начи- 
ная с 2 X 2-случая.) 

(Ь) Покажите, что 

йеіА=±е аЬ ... с е и ... к А аі А ы ... А ск . 

Упражнение 4.13. На многообразии с метрикой фиксируем 
какой-нибудь ортонормированный базис один-форм {й‘} 
и определим выделенную форму объёма й формулой 

й = й 1 Д й 2 Д ... й". 

Покажите, что в произвольной системе координат {х к '} 

♦ й = | § | і/2 йх 1 Д йх 2 ' Д ... Д йх п ', (4.40) 

где § — определитель матрицы, составленной из компо- 
нент § Гі -, метрического тензора в этих координатах. 

Снова интересно рассмотреть случай трёхмерного эвкли- 
дова пространства. Объём параллелепипеда, построенного на 
трёх векторах а, 5 и с, равен определителю матрицы, строки 
которой составлены из компонент этих векторов. Следова- 
тельно, в силу (4.39): 

объём = е 11к а 1 Ь ! с к = а 1 {&цф ! с к ) 

= а‘(ЬХс) 1 =а-(ЬХ с), 

ещё одно хорошо известное выражение для объёма, 
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4.13. МЕТРИЧЕСКИЙ ЭЛЕМЕНТ ОБЪЕМА 

В упр. 4.13 наличие метрики на многообразии позволило 
фиксировать некий ортонормированный базис {й 1 } и с его по- 
мощью сконструировать я-форму й (см. (4.40)), которую мы 
назвали «выделенной формой объёма». Насколько эта форма 
оправдывает название «выделенная»? Однозначно ли опа 
определена или зависит от выбора ортонормированного ба- 
зиса (который, конечно, можно выбрать не единственным 
образом), использованного при её построении? Ответ таков: 
она определена однозначно с точностью до знака. Чтобы в 
этом убедиться, заметим, что компоненты й в исходном ба- 
зисе по определению равны г іі ... Если (й'} — какой-то 
другой ортонормированный базис, то компоненты й будут в 
нём равны /б;'/' ... к-, где / — якобиан преобразования от 
(й'} к {©/'}. Но поскольку оба базиса ортонормированные, 
то / = ±1 (это будет доказано ниже). Таким образом, форма 
й отличается от «выделенной» формы, задаваемой базисом 
{й''}> не более чем знаком. Если принять какое-либо согла- 
шение об ориентации, то мы сможем определять й только 
через правые ортонормированные базисы, и такое определе- 
ние будет уже однозначным. Итак, метрика однозначно опре- 
деляет форму объёма на ориентируемых многообразиях. С ин- 
туитивной точки зрения это, конечно, и не удивительно. 

Чтобы прийти к этому результату, мы воспользовались 
тем, что якобиан преобразования от одного ортонормирозан- 
ного базиса к другому (а он есть не что иное, как определи- 
тель матрицы перехода А 1 ',-) по модулю равен единице. Это 
нетрудно установить. Начнём с общего закона преобразования 
координат метрического тензора 

§ ІГ = А\Л‘ гёк1 , 

который можно записать в матричном виде так (см. § 2.29): 

(я') = (Л) г (я) (Л). 

Взяв определитель от обеих частей закона преобразования, 
получаем 

«іеі (§') = <*е* (&) [сіеі (А) ] 2 . 

Но в ортонормированном базисе ёч - — это матрица, на диаго- 
нали которой стоят ±1, а в остальных местах — нули. (На- 
помним, что если ё іі — индефинитная метрика, то не все диа- 
гональные элементы имеют одинаковый знак.) Следователь- 
но, определитель матрицы равен ±1 и имеет один и тот 
же знак во всех ортонормированных базисах. Таким образом, 
для нашего якобиана мы имеем 

беі (А) = ] — і 1. 
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В случае индефинитной метрики оператор дуализации * 
можно определить двумя разными способами; это связано 
с тем, что для «-вектора ш' 7 - к , обратного форме объёма, есть 
два '«естественных» определения, отличающихся знаком. 
Раньше мы стояли на той точке зрения, что 

а і1 ... к ш .. к = п \ г 


т. е. 

(0' 2 ---" = (С0і2...„)~ 1 . 

Но если имеется метрика, то можно определить «-вектор й' 
п поднимая индексы у й: 

(<Ь') 11 - к --= ё “ ё 1 т ... ё кг Щт...г, 

Из (4.39) и (4.40) следует, что 

(©0^ - * = I вг І 1/2 «*е* («■'”) в' 7 - 

Теперь, поскольку ( § 1т ) — матрица, обратная к её опре- 
делитель равен йГ 1 , и мы имеем 

= (4.41) 


тогда как раньше мы имели 


I ~ ,12 ... п 
(со) 



(4.42) 


Если § отрицателен, то эти формулы отличаются знаком. 
В теории относительности, где § как раз отрицателен, при- 
нято использовать й' в соотношениях дуальности. Это вводит 
дополнительный знак минус в формулы типа (4.27). 


В. ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНОЕ ИСЧИСЛЕНИЕ 
ФОРМ И ЕГО ПРИЛОЖЕНИЯ 

Где есть интегральное исчисление, должно быть и диффе- 
ренциальное, и мы сейчас введём так называемое «внешнее 
дифференцирование», которое действует на формы и превра- 
щает их в формы же — их «внешние производные». Точный 
смысл утверждения, что внешнее дифференцирование обратно 
к интегрированию, содержится в доказываемой ниже теореме 
Стокса, обобщающей основную формулу интегрального ис- 
числения 
* 

\аі=нь)-Ца). 

а 


(4.43) 
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Потом мы продвинемся дальше и продемонстрируем тесную 
связь между дифференциальными формами и уравнениями 
в частных производных. 

4.14. ВНЕШНЯЯ ПРОИЗВОДНАЯ 

Мы хотим определить дифференциальный оператор на 
формах, который бы сохранял их свойства как форм и был 
обратным к операции интегрирования в смысле формулы 
(4.43). Заметим, что если М — одномерное многообразие, то 
оператор Я, превращающий нуль-форму / в один-форму Я/, 
конечно же, удовлетворяет (4.43). Итак, нам требуется рас- 
ширить Я на формы старших степеней. По аналогии с опера- 
тором Я на нуль-формах он должен повышать степень формы. 
Таким образом, если а — р-форма, то За должна быть 
(р + 1) -формой. Подходящий способ расширения Я заклю- 
чается в следующем (ниже а — р-форма, а (І, у — р-формы); 

♦ (і) Я(р + ѵ) = (Яр) + (Яу), 

♦ (іі) Я(аЛр) = (Яа)ЛР + (-1) р аЛЯр, 

+ (ііі) Я(Яа) = 0. 

Свойство (іі) — это не что иное, как правило Лейбница, если 
отвлечься от множителя ( — 1) р . Этот множитель возникает 
потому, что прежде чем подействовать оператором Я на р, 
его надо «пронести» через р-форму а; это означает «переста- 
новку» его с р один-формами, а каждая перестановка дает 
множитель — 1. Это свойство гарантирует, что действие Я бу- 
дет согласовано с законом (4.12). (Дифференцирование, 
удовлетворяющее условию (іі), называется антидифференци- 
рованием.) Свойство (ііі) на первый взгляд несколько неожи- 
данно, однако если посмотреть, что оно значит в случае, 
когда а, есть просто функция /, то станет очевидной его «ра- 
зумность». Один-форма Щ имеет компоненты д}/дх 1 \ компо- 
ненты второй производной должны быть линейными комбина- 
циями д 2 І/дх 1 дх І . Но чтобы образовать два-форму, эти вто- 
рые производные должны быть антисимметричны по і и /, в 
то время как д 2 [/дх 1 дх' симметричны (частные производные 
коммутируют); поэтому появление нуля совершенно есте- 
ственно. Свойства (і) — (ііі) вместе с определением действия 
Я на функции однозначно определяют Я. (Довольно длинное 
доказательство этой теоремы можно найти, посмотрев любое 
стандартное руководство по дифференциальным формам.) 

Упражнение 4.14. (а) Покажите, что 

Я (№§) = Я/ А а§. 


(4.44) 
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(Ь) Используя (а), покажите, что если 
а = -—■ аі ... і<іх‘ Д ...йх ! 

— запись р-формы а в каком-нибудь координатном ба- 
зисе, то 

За = — — ^-г (а* ... >) йх к А Зх' А ... Зх у 

р! дх К 

и, следовательно, 

♦ (За)н.../ = (р+1)^ Г а ІЛ (4.45) 


4.15. ОБОЗНАЧЕНИЯ ДЛЯ ЧАСТНЫХ ПРОИЗВОДНЫХ 


Начиная с этого момента мы будем перманентно пользо- 
ваться частными производными. Для них существуют удобные 
стандартные обозначения. А именно, для любой функции / 
на многообразии 


Л 

дх 


<«Ь- 


(4.46) 


Заметим, что сама / может быть компонентой тензора, в этом 
случае запятая ставится после всех индексов: 
дѴ 1 


і 


дх * 


V 


1-ь- 


(4.47) 


Вторые производные дают дополнительный индекс после за- 
пятой, дополнительные же запятые не ставятся: 


д 2 ! 

дх к дх ‘ 


, Ік' 


(4.48) 


Чтобы определить порядок действия производных, индексы 
надо читать слева направо (для д/дх к правило обратное) . 
Особо отметим, что частное дифференцирование компонент 
не есть тензорная операция в смысле определения § 2.27. 
То есть функции {ѴД, Д в общем случае не совпадают с функ- 
циями 

А 1 а'А ь ',А с \У а 'ь', С ', 

полученными преобразованием частных производных, взятых 
в другой системе координат. (Вспомните обсуждение в § 3.4 
вопросов, связанных с определением дифференцирования тен- 
зоров на многообразии.) Единственное исключение из этого 
правила — дифференцирование скалярной функции; как мы 
видели, (,і являются компонентами один-формы 3/. (Здесь 
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стоит вспомнить указанное в § 2.28 различие между скаля- 
рами и функциями.) Пример использования наших новых 
обозначений даёт скобка Ли: 

\0, V) 1 =г/Ѵ 

Хотя каждое слагаемое в правой части само по себе тензора 
не образует, их сумма есть тензор. Аналогично частные про- 
изводные в (4.45) входят в такой комбинации, что тоже пре- 
образуются как тензор. 

Упражнение 4.15. Покажите, что при произвольных преоб- 
разованиях координат Ѵ‘,к не преобразуются как тензор, 
а [ II , Ѵ}‘ все-таки преобразуются как вектор. 

Учитывая соглашение о том, что индексы производных пи- 
шутся после всех других индексов, можно переписать (4.45) 
в виде 

(5а)і ... /к = ( — 1 ) р (р + 1) Щі ... /, А]. (4.49) 

4.16. ХОРОШО ЗНАКОМЫЕ ПРИМЕРЫ ВНЕШНЕГО 
ДИФФЕРЕНЦИРОВАНИЯ 

В точности так же, как внешнее умножение «превраща- 
лось» в трёхмерном пространстве в векторное произведение, 
внешнее дифференцирование превращается в ротор. Рас- 
смотрим вектор а. Внешняя производная ассоциированной с 
ним один-формы есть 

За = сГ бх' + «2 бх 2 + « З бх 3 ) 

=• а и ! йх 1 А бх 1 + а 2 , / бх' Д бх 2 + а 3 . , бх' А бх 3 . 

Поскольку бх 1 А бх 1 = 0 и то же верно для индексов 2 и 3, то 
ба = (« 1 , 2 — « 2 , і) бх 2 А бх 1 + (а 2 , 3 — а 3> 2 ) бх 3 А бх 2 

+ (а 3 , ] — а 1>3 )бх' А бх 3 . 

Ясно, что ротор здесь содержится. Чтобы выделить его как 
вектор, возьмём дуальную величину: 

*ба = (а,, 2 — « 2 , і) ’(бх 2 А бх 1 ) 

= (а 1 > 2 -а 2 ,,)е 213 -^|г+ • •• 

(« 2 . Г «1, г) д х 3 + • • • , 

т. е. 

*ба = V X «• 

Итак, ротор в трёхмерном пространстве есть *б. 


(4.60) 
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Не только ротор, но и дивергенция возникает из внешнего 
дифференцирования. В этом случае соответствующий опера- 
тор будет б*. Возьмём вектор а и найдем дуальную ему 
форму: 


(У дх‘ + а2 дх 2 +° 3 ді 3 )— а ' (жО + ••• 

= а 1 (сГл ; 2 Д б.г 3 ) + . . . 


= х 1 А іх к + . . 


Её внешняя производная равна 
А*а — а\ і іх’ А іх 2 Д бх 3 + . . . 

= а\ , (Гл: 1 А 5л: 2 Д йх 3 + . . . 

= « і) бх 1 А Ах 2 А бх 3 . (4.51) 

(При переходе от первой строчки ко второй во внешнем про- 
изведении «выживает» только член с /= 1.) Таким образом, 
мы показали, что 

♦ ба = (ѵ-а)й, (4.52) 

где й = бх 1 А сП 2 А бх 3 — эвклидов элемент объёма в декар- 
товых координатах. В § 4.23 мы обобщим эту формулу для 
дивергенции на случай произвольных р-векторов на произ- 
вольных многообразиях. 

Упражнение 4.16. Используя (4.50), (4.52) и свойство (ііі) 
из § 4.14, покажите, что (в трёхмерном эвклидовом век- 
торном анализе) дивергенция ротора и ротор градиента 
равны нулю. 


4.17. УСЛОВИЯ ИНТЕГРИРУЕМОСТИ 

ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ УРАВНЕНИЙ В ЧАСТНЫХ ПРОИЗВОДНЫХ 

Внешнее дифференцирование, как и формы сами по себе, 
тесно связано с хорошо известными понятиями дифференци- 
ального исчисления. В качестве примера рассмотрим систему 
дифференциальных уравнений в частных производных 

= ё(х, У) -^- = к(х,у). (4.53) 

Если считать, что (х, у ) — координаты на многообразии, то 
её можно записать в виде 

/,< = а іг 

где а х = § и а у = к. Это уравнение в свою очередь можно 
записать в бескоординатной форме 

<Г/ = а, 


(4.54) 
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где а — один-форма с компонентами § и к. Предположим те- 
перь, что I — решение этого уравнения. Тогда, действуя на 
обе части оператором б, мы получим 

б(б/) = ій. 

Но левая часть равна нулю в силу свойства (ііі) из опреде- 
ления б, и мы видим, что необходимое условие существования 
решения — равенство 

"б а — 0. 

В компонентах оно имеет вид 
ац,П = 0 , 


что на самом деле есть одно равенство (у нас два-форма на 
двумерном многообразии) 


да х да,, ду д к 

-я 1 —-** = 0 

ду дх ду дх 


(4.55) 


Как и следовало ожидать, это — хорошо всем знакомое усло- 
вие совместности системы. Таким образом, внешнее диффе- 
ренциальное исчисление даёт нам геометрический вывод 
этого условия, и, как правило, такой способ вывода благо- 
даря компактности обозначений простейший. То что условия 
совместности являются и достаточными условиями существо- 
вания решения, гарантируется теоремой Фробениуса в том 
варианте, в котором она изложена в § 4.26. 


4.18. ТОЧНЫЕ ФОРМЫ 

По определению внешней производной б из того, что а — 
бр, следует, что ба = 0. Естественно задать обратный вопрос: 
если ба = 0, то можно ли утверждать, что существует форма 
р, такая что а = бр? Форма а, для которой ба = 0, назы- 
вается замкнутой ; ферма а, такая что а — бр, называется 
точной. Является ли замкнутая форма точной? Мы докажем 
в § 4.19, что ответ утвердительный в следующем смысле. Рас- 
смотрим окрестность Ф точки Р, в которой а определена 
всюду и в которой ба = 0. Тогда существуют достаточно ма- 
лая окрестность точки Р и всюду в ней определённая форма 
Р, такие что а = бр. Конечно, р определяется не однозначно: 
Р + бу с произвольной формой у (нужной степени) тоже 
подходит. 

То что замкнутая форма точна, мы можем утверждать 
только локально, глобально это имеет место вовсе не всегда. 
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Если дана произвольная область І2>, в которой а всюду опре- 
делена и замкнута, то может оказаться невозможным найти 
одну-единственную форму р, определённую всюду в 3), та- 
кую что а — 5р. 

Проиллюстрируем это примером в Р 2 . Рассмотрим кольцо, 
заключённое между кривыми ’ё’і и < ё‘ 2 (рис. 4.7), и введём де- 



Рис. 4.7. Кольцевая область в Р 2 . 
Граничные кривые не входят в об- 
ласть. 


картовы координаты х и у с 
началом координат Р, лежа- 
щим внутри 'ЭѴ Один-форма 

- хйу — у Ах 

а ~ х 2 + у 2 

определена всюду между кри- 
выми и, как нетрудно убедить- 
ся, обладает свойством За — 0. 
Существует ли функция /, та- 
кая что а = б/? Если мы вве- 


дём обычные полярные коорди- 
наты г и Ѳ, то, как легко видеть, а = Зв, так что на первый 


взгляд ответ положителен. Однако дело не столь просто: Ѳ не 


является однозначной непрерывной функцией во всей рассма- 


триваемой области между кри- 
выми 'ё’і и < & 2 - Таким образом, 
хотя а корректно определена 
всюду в области, нет такой 
функции (, для которой всюду 
а = б/. Локально ответ «да», 
но глобально — «нет». Вопрос 
снимается, если мы уберем 
и будем рассматривать всю 
внутренность кривой Ф’і, по- 
скольку а в точке х = у = О 
не определена. Опять-таки, 
если мы рассмотрим область, 
изображенную на рис. 4.8, за- 



Рис. 4.8. Область в Р 2 , похожая на 
область на рис. 4.7, но имеющая 
границу, которая представляет со- 
бой единую связную кривую. 
Точку скачка Ѳ (в которой Ѳ 
"прыгает” от 2я до 0) на любом 
круге г = сопзі с центром в Р 
можно вынести за пределы обла- 
сти 37). 


дача решается: в этом случае 

а определена всюду внутри ^ и функцию Ѳ можно выбрать 
однозначной и непрерывной внутри №. Итак, на этом про- 
стом^примере мы обнаружили, что, хотя локально ба = 0 => 
а = б/, ответ на глобальный вопрос (определена ли / всюду) 
зависит от рассматриваемой области. 

Очевидно, что мы имеем дело с одним из аспектов топо- 
логии областей или многообразий. Изучением топологических 
свойств, которые определяют связь между замкнутыми и точ- 
ными формами, занимается теория когомологий. После до- 
казательства теоремы Стокса мы будем иметь достаточно 
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развитый -математический аппарат, который позволит нам 
дать краткий экскурс в теорию когомологий в § 4.24. 


4.19. ДОКАЗАТЕЛЬСТВО ЛОКАЛЬНОЙ 
ТОЧНОСТИ ЗАМКНУТЫХ ФОРМ 

Мы докажем следующую теорему, известную, под назва- 
нием леммы Пуанкаре. Пусть а — замкнутая р-форма, опре- 
делённая всюду в области II многообразия М, и пусть сущест- 
вует гладкое 1-1-отображение II на открытый шар в /?", т. е. 
на внутренность сферы 5" -1 , задаваемой уравнением (х 1 ) 2 -}- 
(х 2 ) 2 + ... + (х п ) 2 = 1. Тогда в V существует (р— 1) -форма 
Р, для которой а — Яр. 



Рис. 4.9. Отображение области на рис. 4.8 на открытый единичный шар в 
Р 2 (внутренность единичного круга). Пунктирные линии переходят в пунк- 
тирные, штриховые — в штриховые; показано несколько типичных точек. 
Если граничная кривая '8’ — класса С“, то и это отображение можно вы- 
брать класса С 00 . 


Прежде чем перейти к доказательству, посмотрим, в чём 
смысл такого отображения. Очевидно, оно означает, что V 
может быть покрыто единой топологической декартовой си- 
стемой координат. Это, действительно, — топологическое усло- 
вие: для области, показанной на рис. 4.7, такой системы нет, 
а для области на рис. 4.8 — есть, как это показано на рис. 4.9. 
Такие отображения существуют и для многих других обла- 
стей. Например, Я п само по себе можно отобразить на его 
единичный открытый шар по формуле 


,_2 і агсіе г 

п г 


(4.56) 


Г = [(^)2 + ( Х 2 )2+ ... +(х") 2 р/2 > (4.57) 


т. е. по формуле 
г і— » — агсіег. 

Л ** 


(4.58) 
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Это — отображение класса С°° даже в начале координат, что 
можно увидеть, разложив агс в ряд Тэйлора: 

агсі^г = г — уг 3 + -|т-г і + ... . 

Доказательство теоремы состоит в том, что, используя ко- 
ординаты х 1 на V , мы в явном виде построим искомую форму 
рі. Пусть 

а = а { ... к {х х х п ) Ах 1 Д ... А Ах к , (4.59) 

где каждая компонента а ,■ ... к имеет р индексов. Свернём а 
с «радиус-вектором» г, который в каждой точке имеет компо- 
ненты (Д, . . . , х") относительно координатного базиса, и обо- 
значим полученную (р— 1) -форму через р. В силу (4.13) 
имеем 

[і = а(г) = а і/ ... к х‘2х' А . . . А йх к . (4.60) 

Теперь положим 

і 

Р/ ... к (*’, . . хП )=\ і р ~' а и ... к {іх\ . . ., 1х п )х 1 йі. (4.61) 
о 

Интегрирование здесь идет вдоль радиуса, на котором лежит 
точка { х ‘ }. Эти функции определяют (р— 1) -форму р: 

Р = Р і...к^ А ... Л Ах к , 

и мы утверждаем, что а — Зр. 

Доказательство этого утверждения сводится к простой 
алгебре. В силу (4.45) 

(Зр )//...* = р-^гР/ (4.62) 
Производная легко берется: 

і 

~~Г Р/ ... а = ^ 1 р ~ ] ац ... к (іх\ . . ., іх п ) йі 
0 

1 

+ ... к. і (**'> •••> (х п )6(. (4.63) 

О 

Чтоб это антисимметризовать, воспользуемся (впервые) замк- 
нутостью а: 


а щ ...к, а а ц\і\ ... к, і]~ а [кі . . . і л, і\ ~ а ш . . . щ, ѵ 


(4.64) 
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где вертикальные черточки отделяют индексы, не участвую- 
щие в антисимметризации, требуемой [ ]. Но компоненты сс 
сами по себе антисимметричны по своим индексам, поэтому 
первые р членов равны между собой и мы заключаем, что 

0 = Р а і и ... к, л а іі7 ... *], г (4.65) 

Подставляя это во второй интеграл антисимметризованной 
версии (4.63), а потом всё вместе в (4.62), получаем 


і 


= 5 к Ч/ 

0 


., 1х п ) 


+ Дх р а. ь 

1 

,. к, 1 Ѵ х '> ■ ■ 

. , (х п )] ІІ 


=І4-['Ч 

п 

... Л ІХ \ 

. , іх п )] б/ 


11 

л* 

.... X я ). 


(4.66) 


Это доказывает теорему. 

Упражнение 4.17. Докажите равенства (4.64) и (4.65). 

Упражнение 4.18. Используя теорему о локальной точно- 
сти, покажите, что (в трёхмерном эвклидовом векторном 
анализе) векторное поле с нулевым ротором есть гра- 
диент, а векторное поле с нулевой дивергенцией есть ротор. 

Тут надо сделать два замечания предостерегающего ха- 
рактера. Первое заключается в том, что, как отмечалось в 
§ 4.18, построенная нами (р — 1)-форма Р — не единственная 
форма, для которой й|3 = а. Второе же состоит в том, что мы 
всего лишь нашли одно достаточное условие точности замк- 
нутой формы. Теория когомологий открывает нам гораздо 
более сложные многообразия, на которых всякая замкнутая 
форма оказывается точной (см. § 4.24). 

4.20. ПРОИЗВОДНЫЕ ЛИ ОТ ФОРМ 

Мы выведем следующее удобное выражение для произ- 
водной Ли р-формы б по направлению векторного поля V: 

♦ З&ѵ® = 5[3 (Й)] + (йіб) (Й). (4.67) 

Таким образом, р-форма ^у(Ь есть сумма двух р-форм: пер- 
вая — это внешняя производная от б (В)— свёртки б и V; 
вторая — это свёртка йб с V. Доказательство довольно длин- 
ное, и при первом чтении его можно опустить. Ответ (4.67) 
выглядит вполне естественно : ^76 есть р-форма, зависящая 
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от V и ш, и если вообще можно построить её с помощью й 
(чего мы вправе ожидать, поскольку обе производные свя- 
заны лишь с дифференциальной структурой многообразия), 
то она должна выражаться через те_две единственные р-фор- 
мы, которые удаётся построить из V, & и 3. Фактически она 
оказывается просто их суммой. 

Доказательство проводится по индукции. Ради простоты 
записи не будем писать волны над буквами до конца пара- 
графа. 

Первая часть доказательства состоит в рассмотрении слу- 
чая нуль-формы со, т. е. функции /. Её свёртка с V есть по 
определению нуль, а внешняя производная есть Если V = 
— с 1/ЗХ, то, как мы знаем, 3[(Ѵ) = 3[/3%, но это же равно 
ЗЁуІ — V (!) = <Д/с ІЯ, что и доказывает формулу в её про- 
стейшем случае. 

Следующий рассматриваемый случай — один-форма со. За- 
пишем в компонентах: 

и (Ё) = со, -Г => сі [со ( 7 )] = (ЯіѴ 1 ). і дх 1 , 
сісо = сі (со, дх 1 ) — (сісо,) Д дх 1 

— со,, у дх 1 А дх 1 — со,, у (йх> © дх 1 — сП 1 ® дх ! ) 

^ (СІСО) (V) = со г , у [дх 1 (V) дх‘ - дх‘ (V) сіх '] 

— со,., /V 1 дх 1 — СО,., /V 1 дх'. 

Вместе эти выражения дают 

й [со (У)] + сАо (У) = [со,-, /V 1 + сОуЕ', ,.] сіх 1 , 

что как раз и есть ^^со в виде (3.14). 

Доказательство завершается выполнением шага индукции 
по р. Поскольку произвольная р-форма может быть представ- 
лена в виде суммы функций, умноженных на внешнее произ- 
ведение р один-форм: 

со = -^-со,... к дх‘ А ... А дх к , 

то достаточно доказать теорему для случая форм, имеющих 
вид 

со = /а А Ь, (4.68) 

в предположении, что теорема имеет место для а и Ь. Тогда 

= (€рІ) а А Ь + I (& ѵ а) А Ь + ?а А (& Ѵ Ь) 

= дПѴ)аАЬ + І{д[а (У)] + (да) (У)} А Ъ 

4- (а А и\Ь(Ѵ)} + Ш)(Ѵ)}. 
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Но кроме того мы знаем, что (если а — р-форма) 
й [со 00] = (1 [Іа (7) Л Ь + (- 1) р [а А Ь (V)] 

= сі/ [(а Л Ь) (7)] + / {б [а (7)] Л 6 + (—1) р ~ 1 а(Ѵ) 
Д АЪ + (- 1) р ба Л Ь (7) + а Л [сі Ь (7)]} 

и 

(Щ (7) = [а! А а А ь + / йа Д Ь + (— 1) р [а А Щ (V) 

= 4(7)а Л Ъ -А! Л [(а Л Ь) (7)] + / [сіа (7) Л Ь 
+ (- 1) р+1 сі а Д 6(7) + (- 1) р а (7) А с16 + а Д АЬ (7)]. 

Складывая эти два выражения, мы получаем формулу для 
^^со, приведённую выше, что и доказывает правильность 
(4.67) для форм общего вида. 

4.21. ПРОИЗВОДНЫЕ ЛИ И ВНЕШНИЕ ПРОИЗВОДНЫЕ 
КОММУТИРУЮТ 

Важнейшее следствие формулы (4.67) состоит в том, что 
производные Ли и внешние производные коммутируют (см. 
(4.69) ниже). Чтоб доказать это, заметим, что для любой 
формы со (мы опять опускаем волны) 

Нео = сі [(Нео) (7)], 

поскольку сЫю = 0. С другой стороны, формулу для произ- 
водной Ли можно переписать так: 

(сіш)(7) = ^ ? со-сі[ш(7)]. 

Таким образом (опять потому, что сШ = 0), мы получаем 
♦ ^р( (1сй ) := = с1 (^к со ). ( 4 - 69 ) 

Производная Ли и внешняя производная коммутируют! На 
самом деле мы столкнулись здесь с частным проявлением 
фундаментального свойства оператора сі (устанавливаемым в 
более полных курсах), которое заключается в том, что в не- 
котором смысле сі коммутирует с любым дифференцируемым 
отображением многообразия. (Это свойство коммутирования 
значительно упрощает доказательство предпоследнего утвер- 
ждения упр. 3.9!) 

4.22. ТЕОРЕМА СТОКСА 

Теперь мы в состоянии показать, что внешнее дифферен- 
цирование и интегрирование — взаимно обратные операции. 
Поскольку интегрирование на п-мерном многообразии опре- 
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делено только для я-форм, то речь может идти лишь о внеш- 
них производных ( я — 1)-форм Далее, поскольку мы ввели 
лишь определенные интегралы от п форм (т е интегралы, 
значение которых есть число, а не функция), то соотношение, 
обобщающее формулу (4 43), приведенную в начале части В 
этой главы, должно связать нам интеграл от я-формы йй с 
другим интегралом — от формы й Но (п — 1) форму й мож- 
но проинтегрировать только по (я — 1) -мерной гиперповерх- 
ности, следовательно, искомая формула должна связывать 



Рис 4 10 Многообразно с ручкой Ни фиват Ч? \ ни кривая Я$г не яв 
ляются фаниц ми, поскольку опч не летят Л1 на две об іасти ( внутри и 
снаружи ) Их объединение есть граница состоящая из двух не 

связанных между собой подмногообразий Кривая — связная граница 


интеграл от йй по некоторой конечной области с интегралом 
от й по границе эюй области, коюрая (я — 1 ) -мерна Мы 
подойдем к теореме Стокса (формула (4 75) ниже) несколь 
ко окольным путем, что позволит избежать длинных вычис- 
лений, встречающихся в стандартных доказательствах Сна 
чала исследуем (с точностью до первою порядка), что про- 
исходит с интегралом при малой вариации области интегриро- 
вания 

Итак, рассмотрим интеграл от п формы й по области V 
я-мерного мноюобразия М Пусть V имеет гладкую ориенти- 
руемую границу, обозначим ее діі Под ориентируемой гра- 
ницей мы подразумеваем (я — 1) -мерное ориентируемое под- 
многообразие в М, такое что Л4\дД распадается на два не- 
пересекающихся множества V и СѴ (дополнение V) таким 
образом, что любая кривая, соединяющая точки из V и СѴ, 
обязательно содержит точку из дѴ Для простоты будем счи- 
тать дѴ связной, хотя это и не обязательно Примеры ориен- 
тируемых границ приведены на рис. 4 10 Пусть -векторное 
поле на М Рассмотрим изменение области интегрирования, 
генерируемое переносом Ли этой области (но не формы й) 
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вдоль | В результате мы получим семейство областей V (е) 
и границ діі(е), зависящее от параметра сдвига е, причем 
И = II ( 0) и діі = діі (0). Это изображено на рис 4.1 1. 

Изменение интеграла равно просто интегралу от й по об- 
ласти 6ё/(е), заключённой между границами: 

$ (о- $ й = $ й. (4.70) 

и (е) V (0) 6 Ц (е) 

Вычислим его. Пусть V — кусок діі с системой координат 
{х 2 , х 3 , ... , х п } С помощью переноса Ли мы можем ввести 



Рис 4 11 Деформация области 11 — 11(0) в I) (е) при сдвиге точек много- 
образия вдоль интегральных кривых поля | на параметрическое “расстоя- 
ние” е Стрелки изображают векторы ьі- (для малых е) Область между 
діі и ді/ (е) — это б 11 (ь) 

координаты (х 1 = е, х 2 , х 3 , .... х п } в некоторой окрестности 
V, если иоле | ье является касательным к границе діі ни в 



Рис 4 12 Система координат в окрестности куска V границы діі, на кото- 
ром \ нигде не касается діі Область 6У(е) состоит из тех точек инте- 
гральных кривых поля |, проходящих через V, которые удалены от V на 
параметрическое расстояние ^ е 

одной её точке (см. рис. 4.12). Это задаёт координатную си- 
стему в области 6К(е), заключённой между ді!( 0) и діі(е) 
«над» V — 1/(0) Сначала мы вычислим интеграл от й по 
этой области, а потом распространим его на всю область 
8І1 (е) . 
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В выбранных координатах 
а> = [(х І , х п )5х 1 Л ... Л бл:". 

Если е мало, то интеграл равен ’> 

^ й = ^ ^ / бх 1 бх 2 . . . бх" 

6Ѵ(е) V (0)1.0 і 

= е ^ / (0, х 2 , . . . , х п ) Ах 2 . . . бх" + о (в) 

Ѵ( 0) 

= е ^ й (I) + о (е). (4.71) 

V дЦ 

Последняя строчка следует из (4.13) и того, что д/дх 1 == |. 

Равенство (4.71) не зависит от построенной системы коор- 
динат, важно лишь, чтобы поле | не было касательным к д II 
на V. Таким образом, оно очевидно применимо к любой части 
діі, заключенной между точками, в которых | касательно к 
діі. Если эти точки образуют подмногообразие діі меньшей 
размерности (как на рис. 4.11), тогда вопросов не возникает: 
они как раз разделят діі на области !/<,-), в каждой из кото- 
рых (4.71) выполняется. Если же точки касания | к діі обра- 
зуют открытую область в ді/, тогда перенос Ли просто 
отображает эту область в себя и вообще не меняет значения 
интеграла, следовательно, (4.71) опять-таки выполняется, так 
как обе части равны нулю. Итак, мы можем применить (4.71) 
ко всей границе дѴ, что даёт вместе с (4.70) 

♦ 4- і й== !™т[ 5 й - 5 5 1= 5 ! • ( 4 - 72 ) 

Ц (е) 1.1/ (еі 1/(0) Л ди ди 

Но для (б/бе) ^ й можно получить и другое выражение, 
следующее прямо из определения переноса Ли области по 
направлению |. В каждой сдвинутой точке подынтегральное 
выражение отличается от исходного на е^|й + о(е), и, сле- 
довательно, 

♦ І ) ®“ ) < 4 - 73 > 

Щг) Ц (0| 

Но в нашем случае формула (4.67) для ^>|й значительно 
упрощается, поскольку йй есть (л+ 1) -форма и, значит, тож- 

’> Символ о(е) обозначает любую функцию §(&), такую что //(е ) /г ->■ 
-*■ 0 при е 0. 
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дественно равна нулю: 

и ц 

Сравнивая эту формулу с предыдущим выражением для 

(сі/сІе) ^ й, мы получаем теорему о дивергенции (причина та- 
гу 

кого названия станет понятной в следующем параграфе): 

♦ ? 3 [©(!)]= \ 3(|) . (4.74) 

ц ои ди 

Поскольку й и І произвольны, то й (|) — произвольная 
(п — 1) -форма, и мы можем переписать (4.74) в виде теоремы 
Стокса для произвольной (я — 1) -формы а, определённой 
на М: 

♦ ^ На = Л а, (4.75) 

и дц 

где в правой части стоит, конечно же, ограничение а на діі. 

То, что это та самая формула, которая называется в эвкли- 
довом векторном исчислении формулой Стокса, легко увидеть, 
если взять М двумерным, как на рис. 4.11. Тогда а будет 
один-формой: а = аіАх‘ и За = (а,-, / — а/, ,) Ах’ <8> Зх*. Огра- 
ничить а на діі — это значит рассматривать её значения лишь 
на касательных к діі векторах / = к/АХ. Поэтому мы полу- 
чаем 

^ (а ь 2 — а 2 , ,) Ах 1 Ах 2 = (^) а г ПЯ = ф а,- Ах 1 . 

дЦ ои 

Но это и есть стандартная формула Стокса. 

4.23. ТЕОРЕМА ГАУССА И ОПРЕДЕЛЕНИЕ ДИВЕРГЕНЦИИ 

В теореме Стокса содержится и то, что в векторном ис- 
числении известно под именем теоремы Гаусса. Действительно, 
вернёмся к формуле (4.74) и рассмотрим координаты в неко- 
торой области Ц7 многообразия М, в которых й = Зх 1 А ... А 
Зх". Тогда её свёртка с | равна 

3 (І) = ^'Зх 2 л ... А Зх" — | 2 3х' А Зх 3 . . . А Ах п ± . . . 

(4.76) 

и 

3 [й (I)] = і 1 ,, Ах ] А Ах 2 А ... А Зх" 

+ І 2 і2 Зх 1 Л Зх 2 Л ... Л Зх" = 1\іШ. 
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По аналогии с эвклидовой геометрией определим 6 -диверген- 
цию векторного поля I формулой 

+ (сііѴй I) ш = 5 [ш (І)]. (4.77) 

Если на области V, определённой в § 4.22, мы опять введем 
координаты, в которых ди есть поверхность постоянного х\ 
то ограничение со (^) на ди будет опять равно 

а (|) \ ди = іЯх 2 Д ... А = Зх 1 (І) 3.x 2 А ••• А Зх п . 

Более общо, если Я — один-форма, нормальная к сШ, т. е. 
п(ц) = 0 на любом касательном к дѴ векторе (г| ) , и если а — 
произвольная ( п — 1) -форма, такая что 

со = Я А «> 

то мы получаем <Ь(1)\ дц = п(1)а\ ди . Это позволяет записать 
(4.74) в виде 

4 ^ (сііѵаі) 3= ^ Д(І)й, (4.78) 

и ей 

где а ограничена на ди и пЛа — &. Если всё и покрыто 
системой координат, в которой имеет место (4.76), то мы 
можем записать 

^ і п х = фі’М"-- 1 *, (4.79) 

н ди 

а это и есть стандартная запись теоремы Гаусса в Я. п . 

Упражнение 4.19. Покажите, что хотя сама форма а опре- 
деляется формулой (4.78) неоднозначно, её ограничение 
сс|зс определено уже однозначно при фиксированной фор- 
ме Я. Покажите, далее, что Я единственна с точностью до 
преобразования изменения масштаба Яі— »/Я, где [ — про- 
извольная, нигде не обращающаяся в нуль функция, и, 
следовательно, сс|эс; определено однозначно с точностью 
до преобразования а \ д ц > / 'а \ ди - Выведите отсюда, что 
ограничение Я(|)а| ас/ определено однозначно-. 

Произвол в определении дивергенции |, связанный с вы- 
бором формы ю, можно устранить, если имеется метрика, — 
мы можем использовать тогда в качестве ю метрический эле- 
мент объёма (§ 4.13). Он, правда, определён лишь с точ- 
ностью до знака, но из (4.77) видно, что на самом деле сНѵй I 
от этого знака не зависит. Из (4.79) следует, что стандарт- 
ная дивергенция в Ц п строится на основе формы ЗлЗа . .. 
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. . . А 6х п > являющейся элементом объёма в эвклидовой 
метрике. 


Упражнение 4.20. С помощью (4.77) покажите, что если 
выбраны координаты, в которых со = / б* 1 Д . . . Д 6х п , то 

с!іѵ й І=у(/Г).о (4.80) 


Упражнение 4.21. Рассмотрим в трёхмерном эвклидовом 
пространстве выделенную три-форму объёма й = Ах А 
бу А 6г. Покажите, что в полярных координатах она имеет 
вид й = г 2 5Іп Ѳбг А Зѳ А Зф. Используя (4.80), покажите, 
что дивергенция вектора | = %'д/дг + І ѳ д/дѲ + |ч>с5 /<?ф 
равна 


«КѵІ = 7туг(^ г ) 


+ 


_1 д_ 

зіп Ѳ <ЭѲ 


(5ІпѲ| ѳ ) + 


д^> 

(Эф 


Упражнение 4.22. В гидродинамике (и во многих других 
областях физики) используется уравнение неразрывности, 
которое на языке обычного тензорного исчисления запи- 
сывается как 

4у + с1МрУ) = 0. 


Здесь р — плотлюсть массы (или другой сохраняющейся 
величины), а V — скорость потока. Определив & = йх Л 
йу Л Яг, как в упр. 4.21, и используя оператор полной про- 
изводной по времени д/ді -{-зЁѵ (он подробно обсуждается 
ниже в гл. 5), покажите, что уравнение неразрывности 
можно записать в виде 

(уГ+ (рй) = 0. 

Это позволяет смотреть на рй как на динамически сохра- 
няющуюся три-форму объёма в жидкости. «Объём», ко- 
торый она приписывает каждому элементу жидкости, есть 
его масса. 


Упражнение 4.23. (а^ С помощью (4.77) покажите, что 
дивергенция вектора | может быть записана как 

біѵа I = *б*І, (4.81) 

где * обозначает введённый ранее оператор дуализации 
относительно й. 

(Ь) Для любого р-вектора Р положим 
(Иѵа Р = (— 1)” <р ~ 1) *(ГР. 


(4.82) 
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Покажите, что йіѵаР есть (р — 1)- вектор. Покажите, что 
если в некоторой системе координат со имеет компоненты 
е,- ... /, то 

(сііѵаР)' ■■■' = ? кі -і к (4.83) 

в этой системе координат. 

(с) Обобщите (4.80) на р-векторы. 

Упражнение 4.24. (а) Используя теорему Стокса, дока- 
жите, что два-форма й на сфере 8 2 точна (т. е. является 
внешней производной другой формы) только тогда, когда 

$й=0. 

5 г 


(Указание: 5 2 не имеет границы.) 

(b) Покажите, что интеграл от заданной в К 3 два-фор- 
мы 

й = X х Ах 2 А йх 3 

по единичной сфере 8 2 равен 
4 

5 ! 5 ! 

(Указание: что такое йй в /? 3 ?) Поскольку любая два- 
форма на 8 2 замкнута (почему?), это доказывает, что не 
всякая замкнутая форма на 5 2 точна. 

(c) Покажите, что любая замкнутая один-форма (3 на 
5 2 точна. (Указание: проинтегрируйте йр по части 5 2 .) 


4.24. КРАТКИЙ ЭКСКУРС 
В ТЕОРИЮ КОГОМОЛОГИЙ 

Приведённое выше упр. 4.24 показывает, как можно исполь- 
зовать теорему Стокса для изучения тех глобальных свойств 
многообразия, которые определяют соотношение между замк- 
нутыми и точными формами. Обозначим через І р (М) мно- 
жество всех замкнутых р-форм на М (всех а, таких что 
йа = 0) и через В Р (М) множество всех точных р-форм на М 
(всех а, таких, что а = йр). Оба эти множества являются 
векторными пространствами над полем вещественных чисел 
(например, если аир — замкнутые р-формы, то ай + Ь$ 
тоже замкнута для любых вещественных чисел а и Ь). Кроме 
того, В р — подпространство в 2, р , так как ййр = 0. Покажем, 
как можно разбить 2 Р (М) на классы эквивалентности относи- 
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тельно В°(М). Будем говорить, что две замкнутые формы 
«1 и о 2 эквивалентны (аі та а 2 ), если их разность есть эле- 
мент из В Р (М) : 

Й! а 2 <^діі — й 2 = 3р. (4.84) 

Класс эквивалентности ссі состоит из всех замкнутых форм, 
эквивалентных ей. Множество всех классов эквивалентности 
называется р-мерной группой когомологий де Рама много- 
образия М и обозначается Н р (М). 

Упражнение 4.25. (а) Отношение та называется отноше- 
нием эквивалентности , если оно удовлетворяет следующим 
условиям: (і) для любого а имеем о та а; (іі) если 
а та р, то и (3 та а; (ііі) если а»р и р та у, то а, та у. 
Покажите, что (4.84) определяет отношение эквивалент- 
ности. 

(b) Если 7. р и В р — произвольные векторное простран- 
ство и его подпространство соответственно, то множество 
определённых нами классов эквивалентности называется 
факторпространством пространства 2 р по В р и обозна- 
чается 2 р /В р . Покажите, что это — векторное пространство. 
(Прежде всего надо определить сложение классов экви- 
валентности. Докажите, а затем используйте следующее: 
если «і и а 2 — элементы из классов эквивалентности Аі и 
А 2 соответственно, то сумма двух любых элементов из А { 
и А 2 лежит в классе эквивалентности элемента аі + а 2 .) 

(c) Рассмотрим векторное пространство Я 2 и его под- 
пространство Р 1 х, состоящее из всех векторов вида (а, 0) 
с произвольным вещественным а. Покажите, что Я 2 /Я'х 
есть конгруэнция прямых, параллельных оси х. 

Теперь мы можем сформулировать результат § 4.19 в виде 
следующего утверждения: для любого открытого шара в 
л-мерном пространстве или даже для любой области ІІ, диф- 
феоморфной такому шару, Н р (Ц) = 0 при р ^ 1, поскольку 
все замкнутые р-формы эквивалентны друг другу и, следова- 
тельно, нулевой р-форме. Так же легко вычислить Н°(1>) 
или даже Н°(М) для любого связного многообразия М. 
Нуль-форма — это просто функция, поэтому 2°(М) есть про- 
странство всех функций /, таких что Щ = 0, т. е. постоянных 
функций, оно по существу совпадает с /?*. Далее, поскольку 
( — 1)-форм в природе не существует, то пространство В°(М) 
состоит из одной нулевой функции. Таким образом, отноше- 
ние эквивалентности « превращается в обычное алгебраи- 
ческое равенство: константы / и § эквивалентны ([ та §) 
тогда и только тогда, когда они равны (/ = §•). Следова- 
тельно, Н°(М) = Е°(М) = Я 1 . В случае несвязного М функ- 
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ции из 2°(М) должны быть константами на каждой компо- 
ненте связности М, но значения этих констант не обязательно 
совпадают, и Н°(М) = 2°(М) = Я т , где т — число компо- 
нент связности М. 

Упражнение 4.24 легко обобщить на случай произвольной 
размерности и убедиться в том, что Н п (8 п )ф 0 (пункт (Ь)) 
и Н п ~ 1 (З п ) — 0 (пункт (с)), а в делом картина такова; 

Н п (8 п ) = Я 1 

Н р (8 п ) — 0, 0 < р < п, 

Н° (З п )~ Я 1 . (4.85) 

Доказательство этих формул, как и многие другие интерес- 
ные результаты, можно найти в книге Спивака (1970, ѵоі. 1). 
Среди множества приложений теории когомологий в этой 
книге есть теорема о неподвижной точке-, для чётного п на 
сфере З п не существует нигде не обращающегося в нуль век- 
торного поля. 

Упражнение 4.26. Для нечётного п постройте всюду отлич- 
ное от нуля векторное поле на 8 п . (Указание; Рассмотрите 
сферу 5 2т+1 как подмногообразие в Я 2т+2 и исследуйте, 
как действуют на ней вращения, отвечающие матрицам 
Т из 30 (2т + 2), имеющим следующий вид: Т = 
біа§(Лі, Л 2 , .... А т+ 1 ), где каждая из матриц Л/ есть 
одна и та же 2 X 2-матрица 

/созѲ — зіпѲ\ 

\зіпѲ созѲ/’ 

Покажите, что векторное поле б/бѲ, порождённое этой 
однопараметрической подгруппой, на сфере 5 2,П+І нигде 
не обращается в нуль.) 

Упражнение 4.27. (а) Обобщая результат упр. 4.24 (Ь), 
покажите, что ( п — 1) -форма в Я п 

& = в,-/ ... их 1 дх ! А • • • А бх й , (4.86) 

суженная на 5" -1 , не имеет нулей (сфера 5 П_1 определена 
уравнением (х‘) 2 + (х 2 ) 2 + ... +(х”) 2 =1). 

(b) Покажите, что из того, что Н п ~ х (5 П_1 ) — !) , сле- 

дует, что для любой ( п — 1) -формы а на 5 Ч_1 форма 

а —ай, где а = ^ а / ^ о, точна. 

5 ге -1 / 5 п -1 

(c) Дуализуя это утверждение, покажите, что любую 
функцию / на 5” -1 можно представить в виде / — с+біѴйѴ, 


О См. (4.85 ), — Прим. ред. 
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где с — некоторая константа, а V — векторное поле на 
Б п ^ . 

(сі) Докажите, что Н 1 (5 1 ) = Я 1 , явно построив функ- 
цию /, для которой 3/ = а— - аш (см. (Ь)). 

Упражнение 4.28. (а) Предположим, что один-форма а на 

М такова, что ^ й = 0 для любой замкнутой кривой в 

V 

М. Покажите, что а точна, т. е. существует функция /, та- 
кая что а = 3/. 

(Ь) Связное многообразие М называется односвязным, 
если любая замкнутая кривая на нём может быть непре- 
рывно стянута в точку. Покажите, что М односвязно 
тогда и только тогда, когда Н 1 (М)= 0. 

Прежде чем расстаться с теорией когомологий, сделаем 
два коротких замечания. Во-первых, размерность простран- 
ства Нр(М) называется р-мерным числом Бетти многообра- 
зия М и обозначается через Ъ р . Во-вторых, хотя наше опре- 
деление Н р (М) основано на использовании дифференциаль- 
ной структуры многообразия, одна из основных теорем тео- 
рии когомологий (теорема де Рама) утверждает, что на са- 
мом деле группы когомологий определяются исключительно 
топологической структурой многообразия М, а от его диффе- 
ренциальной структуры не зависит. Подробное обсуждение 
вопроса можно найти в книге Уорнера (1971). 

4.25. ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫЕ ФОРМЫ 
И ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫЕ УРАВНЕНИЯ 

Рассмотренный в § 4.17 пример того, как внешнее диффе- 
ренцирование связано с условием интегрируемости, показы- 
вает также, что по крайней мере для уравнений в частных 
производных первого порядка можно естественным образом 
трактовать эти уравнения как соотношения между формами. 
Это обстоятельство чрезвычайно важно, и мы сейчас оста- 
новимся на нём подробнее. 

Рассмотрим уравнение 

■37 е К*’ У)> 

представленное в виде 

сі у — !(х, у) Ах. (4.87) 

Так и хочется записать его как уравнение для один-форм на 
двумерном многообразии М с координатами хи у 

3 у — /Зх = о, 


(4.8.8) 
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где [ теперь — функция на М. Каков смысл этого уравнения? 
Поскольку формы 3 у и Ах на таком многообразии линейно- 
независимы, (4.88) на самом деле не может быть верным — 
оно не может быть тождеством. Но, с другой стороны, мы и 
не обязаны понимать его как тождество. Уравнение (4.87), из 
которого мы его получили, — это соотношение между «при- 
ращениями» сіу и Ах, выполняющееся только на решении. Ре- 
шение же (4.87) имеет вид у = §(х) и определяет в М кри- 
вую (или, во всяком случае, путь), т. е. одномерное подмно- 
гообразие в М. Коэффициент наклона векторов, касательных 
к этому подмногообразию, Ау/Ах, равен \(х,у). Рассмотрим 
один такой вектор V в некоторой точке Р, имеющий компо- 
ненты (1,/(Р)). Для него Я у(Ѵ) = і(Р) и йх(Ѵ)=\. Таким 
образом, один-форма (4.88) обращается на этом векторе в 
нуль: 

^ (5у — {Их) V = 0. 

В этом и состоит смысл (4.88): решения исходного диффе- 
ренциального уравнения определяют подмногообразие в М, 
касательные векторы к которому аннулируют форму (4.88). 
Равенство (4.88) выполняется, когда оно ограничено на это 
подмногообразие. Верно и обратное: если существует подмно- 
гообразие, касательные векторы к которому аннулируют 
(4.88), то это подмногообразие даёт решение (4.87). Есте- 
ственно, существует не одно такое подмногообразие, а целое 
семейство подмногообразий, отличающихся друг от друга, на- 
пример, «начальным значением» решения в некоторой задан- 
ной точке х = х 0 (или постоянной интегрирования в решении 
(4.87)). 

Эту картину легко обобщить. Любое заданное семейство 
форм (не обязательно один-форм) (у,, і— 1, ..., ІѴ) опре- 
деляет в каждой точке Р подпространство в Т Р , аннулирую- 
щее эти формы. Решением (интегральным подмногообразием) 
для этих форм (или для соответствующего дифференциаль- 
ного уравнения) будет многообразие, «склеенное» из таких 
бесконечно-малых касательных подпространств. Вопрос о том, 
когда такая склейка возможна, прямо связан с теоремой 
Фробениуса, доказанной в гл. 3. В следующем параграфе мы 
переформулируем эту теорему на языке форм. 

Однако первый вопрос, который приходит в голову фи- 
зику, — это как вообще найти тот самый (или некоторый) 
набор форм, который соответствует данному набору диффе- 
ренциальных уравнений? Для уравнений первого порядка 
пример того, как это делается, был дан в упр. 4.32. Более 
сложный пример доставляется уравнением второго порядка 
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для гармонического 


<3 2 лг 

“сР" 


4- соД = 0. 


осциллятора 


\4.89) 


Для удобства будем считать со константой. Чтоб перевести 
это уравнение на язык форм, представим его в виде системы 
уравнений первого порядка 



с іу 
а 


— со 2 лг. 


Теперь очевидно, что найти подмногообразие, аннулирующее 
формы 

а^йх—уйі, р == йу + со 2 хс1/, 

и решить (4.89) — это одно и то же. Многообразие, на кото- 
ром определены наши формы, — трёхмерное, с координатами 
(х, у, і). Подмногообразие решений будет одномерным, по- 
скольку требование обращения в нуль аир налагает два 
условия на вектор в данной точке многообразия. Другие по- 
учительные примеры можно найти в работах ЕзіаЬгоок (1976) 
и Наггізоп & ЕзіаЬгоок (1971), указанных в библиографии в 
конце главы, мы же переходим к вопросу существования ре- 
шения таких уравнений. 


4.26. ТЕОРЕМА ФРОБЕНИУСА 

НА ЯЗЫКЕ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ ФОРМ 

Итак, мы возвращаемся к одной из важнейших теорем 
дифференциального исчисления на многообразиях, теореме, 
которую мы обсуждали в § 3.7, используя язык производных 
Ли. Чтобы переформулировать её в терминах дифференциаль- 
ных форм, нам понадобятся некоторые определения. Набор 
форм {р,} (любой степени) определяет в каждой точке Р 
подпространство Х Р в 7Ѵ, состоящее из векторов, аннулирую- 
щих каждую из форм р,-. Оно называется аннулятором дан- 
ного набора форм в точке Р. Полный идеал набора в точке Р 
состоит из всех форм в этой точке, ограничения которых на Х Р 
равны нулю. (Заметим, что в Р для любой формы у ограни- 
чение формы у А р, на аннулятор р,- '> есть нуль и, следова- 
тельно, содержится в нашем полном идеале.)’ В любом пол- 
ном идеале есть семейство линейно-независимых один-форм 
{а ; }, которое его порождает в том смысле, что полные идеалы 
{“/}' и (р у} совпадают. В упр. 4.29 явно строится такое се- 
мейство образующих. 


11 А тем более на Х Р . — Прим. ред. 
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Упражнение 4.29. Пусть {ё\, ..., ё т ) — базис в Х Р ; до- 
полним его произвольным образом векторами {ё т+ \, ... ,ё п } 
до базиса в Т Р . Покажите, что дуальный базис один-форм 
{й' п+І , порождает полный идеал. Покажите, что 

любая форма из этого идеала записывается в виде 
2 ѵ‘ А с некоторыми {у*}. 

і=т + 1 

Упражнение 4.30. Пусть {а/, / = 1, ..., пі ) — набор ли- 
нейно-независимых один-форм. Покажите, что форма у со- 
держится в их полном идеале тогда и только тогда, когда 

у А Лаг Л ... Да„і = 0. (4.90) 

Вся эта алгебра легко распространяется на поля форм. 
Полный идеал набора полей {(3;} состоит из всех таких по- 
лей, что в каждой точке Р их аннулирует Х Р — аннулятор на- 
бора {Р(,)} в этой точке. Идеал называется дифференциальным 
идеалом, если вместе с любой формой у в нём содер- 
жится и <3у. Набор один-форм {а,} называется замкнутым, 
если все формы йа { содержатся в полном идеале, порождён- 
ном этим набором. 

Упражнение 4.31. (а) Покажите, что замкнутый набор 
один-форм порождает дифференциальный идеал. 

(Ь) Покажите, что любой линейно-независимый набор 
из п — 1 или из п один-форм на я-мерном многообразии 
замкнут. 

Теперь мы можем сформулировать теорему Фробениуса : 
Пусть {а,:, 1=1, ..., ш } — набор линейно-независимых 
полей один-форм в открытой области I] я-мерного многообра- 
зия М. Этот набор замкнут тогда и только тогда, когда су- 
ществуют функции {Рц, (Зі, і, і — 1, ..., т), такие что 

т 

♦ = X РіАФі- (4.91) 

і =| 

Это утверждение будет доказано в следующем параграфе, 
а сейчас посмотрим, что оно означает. Напомним, что мы 
ищем решение системы дифференциальных уравнений {а, •=()}. 
Как видно из ( 4 . 91 ), она эквивалентна системе {сК2/ = 0}. Но 
последняя легко решается: {<2/ = сопзі}. Итак, функции 
{<2/} являются решениями системы {а< = 0}. Каждый набор 
значений {<3,} задает т-мерное подмногообразие в М. Его 
касательные векторы по определению аннулируют {сі(2/}, а 
следовательно и {а,}. В этом и состоит связь с прежней вер- 
сией теоремы Фробениуса. Требование, чтоб набор один-форм 
был замкнут, дуально к требованию, чтоб набор аннулирую- 
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щих их векторных полей составлял алгебру Ли. Ниже мы 
подробнее обсудим эту связь. 

Формы {5,}, удовлетворяющие (4.91), можно было бы 
назвать «образующими поверхность» 1 >. Теперь мы можем уста- 
новить достаточность условия интегрируемости из § 4.17. 
В рассмотренном там случае многообразие имело размерность 
два, а многообразие решений — размерность один. Уравнение 

а = б/ 

имеет вид (4.91); следовательно, I существует тогда и только 
тогда, когда Аа = 0. Разберем более сложный пример. 

Упражнение 4.32. Рассмотрим систему линейных неодно- 
родных дифференциальных уравнений для функций / и у, 
зависящих от переменных х и у. 

^ г + А 1 І + В іЯ = С и 

ѣ+А 2 ? + В 2 у = С 2 , 

I (4.92) 

% + Оіі + ЕЛ-Ри 

■^ + 0 2 у + Е 2 } = Р 2 , 

где А/, В,, Сі, О,, Еі, Рі (1=1, 2) зависят от х и у. Мы 
хотим найти условия интегрируемости для этих уравнений. 

(a) На четырехмерном многообразии М с координа- 
тами ( х , у, /, о) введем один-формы 

а = аі+ІА + §В-С, 

Р =а§ + дЬ + ІЕ-Р, (4.93) 

где один-форма А определена равенством 
А = Л^х + А 2 йу (4.94) 

и аналогично определены В, С, ... . Покажите, что реше- 
ние системы (4.92) эквивалентно построению двумерного 
подмногообразия Ж в М, на котором сЦ х — $\ х = 0. 

(b) Из теоремы Фробениуса следует, что если пара 
(а, Р) замкнута, то существуют функции I), V, X, У, 2 
четырёх переменных (х, у, /, §), такие что 

а = + ХАѴ, 

р = УАИ + гаѵ. 


'> В оригинале вигіасе-іогтіпд. — Прим, ред, 
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Покажите, что 
Е{х, у, I, ё) = сопзі, 
ѵ ( х , у, }, ё) = СОП5І 


задают решение системы (4.92) . 

(с) Из (Ь) следует, что необходимое и достаточное 
условие существования решения — это принадлежность 
форм За. и Зр к идеалу (а, Р). Покажите, что последняя 
имеет место тогда и только тогда, когда 

АА + В ЛЁ = АВ + В ДО + А А В 
^йС + В АР + ААС 
= (Ш А- Ё А В = 3 Ё + Ё А А Ё А Ё 
= ЗЁ + Ё АС + Ё АЁ^О. 


(Указание: учет того факта, что вследствие (4.94) форма 
йЛ пропорциональна Зх А Зу, чрезвычайно упрощает вы- 
числения.) 

(й) Покажите, что условия пункта (с) приводят к 
следующим условиям интегрируемости для (4.92): 


дА± 

~ду 

дВі 

ду 


-В^. + в 2 Е 1 -В 1 Е 2 = о, 

— 3 " В 2 0\ + А 2 Ві — В\0 2 А\В 2 


= 0 


и т. д. 

Что следует из теоремы Фробениуса относительно сущест- 
вования решения уравнения (4.89)? Ответ простой: поскольку 
любые две линейно-независимые один-формы на трёхмерном 
многообразии автоматически имеют замкнутый идеал (см. 
упр. 4.31 (Ь) ) , то должны существовать функции [, §, к, I, пг, 
п, такие что 

а = кйі + Мё< 

Р — /иЗ/ + пЗ^. 

Тогда одномерные подмногообразия, задаваемые уравнениями 
I = сопзі, ё = соП5І, аннулируют формы а и р и, следова- 
тельно, являются многообразиями решений. 

Рассмотренный нами вариант теоремы Фробениуса не при- 
меним непосредственно к системам дифференциальных урав- 
нений, которые описываются наборами форм, включающими 
и формы старших степеней. В этом случае можно поступить, 
как в упр. 4.29, т. е. найти набор один-форм, порождающий 
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тот же полный идеал. Отнюдь не всегда эти один-формы 
будут алгебраически эквивалентны исходному набору, т. е. 
соответствующая им система дифференциальных уравнений 
может не быть эквивалентна исходной. Если такого не случи- 
лось, то можно прямо применять теорему Фробениуса, в про- 
тивном случае нужны более тонкие методы. Обсуждение этого 
вопроса можно найти в книге Шоке-Брюа и др. (1977). 

4.27. ДОКАЗАТЕЛЬСТВО ЭКВИВАЛЕНТНОСТИ 
ДВУХ ВАРИАНТОВ ТЕОРЕМЫ ФРОБЕНИУСА 

Напомним, как выглядит теорема в её геометрически бо- 
лее прозрачном варианте, описанном в гл. 3: данный набор 
векторных полей {Ѵщ, і= 1, ..., ^}, образующий в каждой 
точке р-мерное векторное пространство, задает р-мерную ги- 
перповерхность тогда и только тогда, когда всевозможные 
скобки Ли [Е(і), Ѵ и і] (і, і =1, ..., ц) суть линейные комби- 
нации этих ^ векторных полей. В этой главе мы сформулиро- 
вали теорему на языке форм, в терминах замкнутости их 
внешних производных. Эта «картинка» «дуальна», дополни- 
тельна к картинке с векторами и условием замкнутости их 
скобок Ли. Центральным моментом при установлении соот- 
ветствия между ними является следующее наблюдение: если 
указанные выше векторные поля определяют в некоторой 
точке Р нашего «-мерного многообразия г-мерное подпро- 
странство в Гр, то они же естественным образом определяют 
( « — г) -мерное подпространство в Т* Р (пространстве один- 
форм в точке Р), состоящее из форм, аннулируемых этими 
векторами. В точности так же набор ^ один-форм определяет 
(« — р) -мерное подпространство в Т Р . Итак, мы видим, что 
подмногообразие можно описать, либо задав в каждой точке 
/--мерное подпространство касательных к нему векторов из 
Т Р , либо задав ( п — г) -мерное подпространство один-форм, 
которые этими векторами аннулируются. 

Собственно доказательство эквивалентности двух вариан- 
тов теоремы Фробениуса проведем в два этапа. 

(1) Рассмотрим подмногообразие размерности р в «-мер- 
ном многообразии; найдётся п — р различных функций С}( к ), 
которые (локально) задают наше подмногообразие с по- 
мощью п — р уравнений (}(&) — сопзі По предположению, 
формы линейно-независимы и аннулируются векторами 

V, касательными к подмногообразию: V) = 0. С другой 

стороны, касательное пространство к подмногообразию есть 
р-мерное векторное пространство, определяющее ( п — р) -мер- 
ное подпространство один-форм, состоящее из форм, аннули- 
руемых касательными векторами Ѵру. <(3, І7 ( ,)> = 0. Пусть 
{&(*.), к — 1, п — р} — некий базис в этом подпростран- 
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стве. Поскольку формы с1<2(й) тоже образуют базис, то а (к) 
можно представить в виде линейных комбинаций сЗ<2 ( *.), как в 
(4.91). Поэтому, чтоб доказать эквивалентность, мы должны 
теперь убедиться в том, что условие замкнутости относи- 
тельно взятия скобок Ли, которому удовлетворяют векторные 
поля ?(,•), эквивалентно условию замкнутости набора форм 

{«(*)}- 

(2) С этой целью рассмотрим равенства 

<«(о,У(/)> = 0 (/==1, . • п — р; /= 1, р) 

и возьмём от них производные Ли относительно всевозмож- ■ 
ных Ѵ ік) : 

0 ~ &ѵ (к) (%), Ѵ(і)) = (&ѵ ік) йі’ ^</)) + (а а) . €ѵ т Ѵ^. 

По правилу ли-дифференцирования форм имеем 

К«>. Ѵ-нЧДК,,), V- 

Первый член обращается в нуль, ибо а, аннулируется векто- 
ром Ѵ(к), второй же как раз и есть &о.ц){Ѵ щ, Ѵ</)) — значение 
За и» на двух векторах из исходного набора. Итак, если 
4?- — ■ линейная комбинация Ѵць то он аннулирует ащ 

^ ѵ {к) </> 

и, следовательно, Защ тоже аннулируются векторами {Р</)}. 
Таким образом, Зйц) принадлежат нашему идеалу, и замкну- 
тость в смысле скобок Ли влечёт за собой замкнутость на- 
бора форм. И обратное легко видеть, что из замкнутости на- 
бора форм (<іац)(У(*), Ѵ(п) = 0) следует замкнутость в смысле 
скобок Ли. 

4.28. ЗАКОНЫ СОХРАНЕНИЯ 

Формы дают нам чрезвычайно удобный способ получения 
законов сохранения для дифференциальных уравнений. Бу- 
дем считать, что решение системы уравнений эквивалентно 
нахождению поверхности, аннулирующей некоторый набор 
форм {а,}. Предположим, что ^существует форма у. являю- 
щаяся линейной комбинацией {«<}: 

у = А\аі + . . . , 

такая что 

сГу = 0. 

Тогда существует другая форма о, такая что 

у==(1а 
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в некоторой области V поверхности решения (интегральной 
поверхности) Н и, кроме того, 

V Ія — Зет |я = 0. (4.95) 

Применяя теорему Стокса к интегралу от Зсг по области V 
получаем ’ 

\ад= фе. 

и ац 

Но в силу (4.95) интеграл в левой части равен нулю и мы 
заключаем, что 

<§> б|я = 0. 

дЦ 

Это некоторый интегральный закон сохранения, как мы 
продемонстрируем сейчас на примере гармонического осцил- 
лятора. 

В этом случае интегральные поверхности, фигурирующие 
в (4.95), одномерны, следовательно, За должна быть один- 
формой, а а соответственно — нуль-формой (функцией). По- 
скольку ба совпадает с у, рассмотрим форму (обозначения 
те же, что и в § 4.25) 

Ѵ = « 2 Хсі + # 

Легко проверить, что 

<*Ѵ = 0 (4.96) 

и что фактически 

Ѵ = 3(|г/ 2 + і<й 2 * 2 ). (4.97) 

Тогда на интегральной кривой, для которой & — р = 0 и, 
следовательно, у=0, мы имеем 

^ (у У 2 + у <а 2 * 2 ) =0, 

0 = ^(у^/ 2 + у^ 2 ) 

= (уг/ 2 + у®Ѵ) |*. 

где р і и р 2 — концы отрезка интегральной кривой, по кото- 
рому мы интегрировали. Итак, мы видим, что энергия 
Т'У 2 + ' 2 • ® 2 * 2 сохраняется на интегральной кривой. 
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Читатель, интересующийся приложениями такого подхода 
к уравнениям, имеющим солитонные решения, может найти 
их в работе ЕзіаЪгоок & ШаЫдиізі: (1975), указанной в биб- 
лиографии в конце главы. 

Упражнение 4.33. Проверьте равенства (4.96) и (4.97). 

4.29. ВЕКТОРНЫЕ СФЕРИЧЕСКИЕ ГАРМОНИКИ 

Теперь мы подведём итог обсуждению сферических гар- 
моник, начатому в § 3.18. В этом параграфе мы показали, что 
пространство конечномерного представления группы 50(3) 
квадратично-интегрируемыми функциями на 5 2 , отвечающего 

числу I, имеет базис {Уі, т , т — — / /}. Как построить 

аналогичный базис в пространстве векторных полей на 5 2 ? 
Введем в этом пространстве естественную норму с помощью 
метрического тензора д на 5 2 , который имеет в обычной сфе- 
рической системе координат компоненты {#еѳ=1> &фф=зіп 2 Ѳ, 
^г Ѳф = 0}. Пусть © — элемент объёма на 5 2 , индуцированный 
этой метрикой (§ 4.13) и пусть Ті, о (5 2 ) — векторное простран- 
ство, состоящее из всех векторных полей V на 5 2 , имеющих 
конечную норму 

||Ё|| 2 =$д(Ѵ, Ѵ)&. (4.98) 

5 * 

Мы хотим найти векторные поля из о(5 2 ), являющиеся 
собственными функциями для и /Я 

Воспользуемся тем, что, во-первых, д и соответственно © 
инвариантны относительно 7 г и 7Д а во-вторых, внешняя про- 
изводная и производная Ли коммутируют. Из функции У/ ш 
мы построим один-форму б Уш, а из неё — вектор ѴУ/ т с ком- 
понентами (индексы А и В пробегают значения 1 и 2) 

(ЧѴіт) А = 8 АВ (Уш)-в. (4.99) 

Очевидно, что этот вектор есть собственная функция для 

и и I 2 : 

іе 1: ,ѴГ т = 1>пѵУ [т , (4.Ю0а) 

^ г (ѴЬ т ) = — /(/+ 1)ѵК*. (4.100Ь) 

Но мы не можем обойтись одним типом векторных гармоник, 
поскольку интересующее нас векторное пространство дву- 
мерно. Однако на двумерном многообразии есть и другой 
способ построения вектора из один-формы — операция дуа- 
лизации. Таким образом мы получаем вторую собственную 
функцию *(1Уіт. 
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Упражнение 4.34. Покажите, что ѴУ/ш и *сІУ/ ш линейно-не- 
зависимы в каждой точке. 

Как следует из теоремы о полноте, приведённой в § 3.18, 
две системы векторных сферических гармоник 

ф У,+ =ѴУ Іт > (4.101а) 

* (4.1 01Ь) 

образуют полную систему в пространстве векторных полей 
на двумерной сфере. 

Можно пойти дальше и таким же способом построить сфе- 
рические гармоники для тензоров второго ранга. Однако это 
потребовало бы привлечения ковариантных производных на 
сфере, с которыми мы пока что не знакомы (см. гл. 6). Ин- 
тересующегося читателя отсылаем к работе Ке^е & ШЬееІег 
(1957), указанной в библиографии. 

Отметим, что мы рассматривали скалярные и векторные 
сферические гармоники лишь на сфере. В приложениях 
обычно фигурируют большие многообразия со сферической 
симметрией, для которых сферы являются подмногообра- 
зиями. В качестве простого примера рассмотрим трёхмерное 
евклидово пространство Е 3 . Функцию на Е 3 можно разложить 
в ряд 2 Ііт (О X У іті где вся зависимость от г сосредото- 
чена в {/(т). Векторное поле V на Е 3 можно расщепить на 
два поля: 

V = Кх + Ѵ Т , 

где Ѵх перпендикулярно к сферам (параллельно ё г ), а Ѵ-с 
касательно к ним. Если мы представим V ь в виде ѵё г , где 
ѵ — некоторая функция, то при вращениях ѵ преобразуется 
Как скалярная функция на сфере, _а Ѵ г преобразуется как 
векторное поле на сфере. Поэтому Ѵг надо разлагать по век- 
торным сферическим гармоникам, а ѵ — по скалярным. (Мно- 
гие авторы умножают скалярные гармоники на ё г и называют 
получившуюся систему третьим типом векторных сфериче- 
ских гармоник.) Мы будем использовать эти разложения при 
рассмотрении космологических моделей в части Е гл. 5. 

Существуют и другие, эквивалентные определения вектор- 
ных сферических гармоник, имеющие на первый взгляд мало 
общего с нашими. Например, их можно определить с по- 
мощью методов теории групп (см. Ебтопбз, 1957). Построен- 
ная здесь система удобна для работы с дифференциальными 
уравнениями, где естественно возникают использованные 
нами производные. 
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ложения — М Изд во Моек ун-та, 1962] Прекрасным введением в пред 
мет с множеством деталей, для которых у нас не нашлось места, и с мно- 
гочисленными приложениями к физике и технике может служить книга 
Н Ріапйегз, ОіГЕегепІіаІ Рогтз ѵѵіІЬ Арріісаіюпз Іо (Ье РЬузісаІ Зсіепсез 
(Асасіетіс Ргезз, Ыеш Ѵогк, 1963) Свежее и современное обсуждение во- 
проса, не требующее большой математической подготовки, проведено в 
книге М ЗсЬгеіЪег, ОіЕЕегепііаІ Рогтз а Неипзііс Іпігойисіюп (5рпп§ег, 
Вегіш, 1977) Строгое и углубленное изложение теории форм можно найти 
в книге У СЬоциеі ВгиЬаІ, С Ое\Ѵііі Могеііе & М Оіііагсі Віеіск Апаіузіз, 
МапіЕоІйз, гпё РЬузісз (ЫогіЪ НоІІапй, Атзіегйат, 1977) 

Обсуждение теоремы Стокса на неориеьтируемых многообразиях, за- 
трагивающее вопрос о существовании магнитных монополей, см в статье 
Р Зогкіп Л РЬуз А 10, 717 (1977) 

Подробное изложение теории когомологии можно найти в книгах 
М Зріѵак, А СотргеЬепзіѵе Іпігойисіюп Іо ОіЕЕегепііаІ Оеотеігу (РиЬ 
ЬзЬ ог РепзЬ, Возіоп, 1970), ѵоі 1 или Р ѴУ \Уагпег, Роипйаііопз оЕ ОіЕЕе- 
гепііаЫе МатЕоІйз апй Ьле Огоирз (Зсоіі, Рогезтап, Оіепѵіеѵ, III, 1971) 

Полезность форм при исследовании структуры дифференциальных ура- 
внений продемонстрирована в статьях Р В ЕзіаЬгоок & Н И ІУаЫршзІ, 
Ргоіоп^аіюп зігисіиге о! попііпеаг еѵоіиіюл едиаіюпз, Л Маііі РЬуз 16, 1 
(1975) и ТЬе §еотеІпс арргоасЬ Іо зеіз о! огйтагу сЬЕЕегепііа! ериаіюпз 
агиі Натіііопіап Йупатісз, 5ІАМ Кеѵіе'ѵ 17, 201 (1975) См также 
В К Нагпзоп & Р В ЕзіаЬгоок Оеотеіпс арргоасЬ (о іпѵапапсе ^гоирз 
апй зоМопз оЕ рагііаі йіЕЕегепІіаІ зузіетз, ^ МаіЬ РЬуз 12, 653 (1971) и 
Р В ЕзіаЬгоок, Зоте оіеі апй пе\ѵ ІесЬшриез Еог ргасіісаі изе оі ехіепог 
ЙіЕЕегепІіаІ Еогтз, іп Васкіипсі ТгапзЕогтаІюп ей К N Мшга Ьесіигез 
Ьіоіез т МаіЬ по 515 (Зрпп^ег Ѵег1а§, НеійеІЪег^, 1976) 

Существует много определений векторных сферических гармоник Стан 
дартное руководство по этой теме — А К Ейтопйз, Апрщіаг Мотепіит 
ш фиапіит МесЬшсз (Рплсеіоп Ыпіѵегзііу Ргезз, 1957) По поводу рас- 
пространения наших методов на тензоры см Т Рек^е & Л А \УЬее1ег, 
РЬуз. Реѵ 108, 1063 (1957) Другие определения тензорных сферических 
гармоник можно найти в статьях Б А Акуеатропд Л МаіЬ РЬуз 20, 
505—8 (1979) и Е Т Ыеадтап & К Репгозе, й МаіЬ РЬуз 7, 863 (1966) 


б. ФИЗИЧЕСКИЕ ПРИЛОЖЕНИЯ 


А. ТЕРМОДИНАМИКА 


5 . 1 . ПРОСТЫЕ СИСТЕМЫ 

Сначала рассмотрим однокомпонентную систему (скажем, 
газ), для которой закон сохранения энергии имеет вид 

6<Э = РсіК + сШ, (5.1) 

где ІІ — внутренняя энергия, а 6(2 — количество тепла, полу- 
чаемое газом, когда он совершает работу Р6.Ѵ и изменяет 
свою энергию. Мы будем понимать это равенство (уравнение 
состояния) как соотношение между различными один-фор- 
мами на двумерном многообразии с координатами ( У , і /), 
на котором определена функция Р(Ѵ,Ц). Итак, ЗУ и 3(7 
будут у нас один-формами, а следовательно, и б <2 тоже. Но 
будет ли 8(2 точной один-формой? То есть можно ли найти 
функцию С) (У, V), такую что 6(2 = 5(2? Если бы это было 
так, то мы имели бы 55(2 = 0, что означало бы 

о=ар Л аг=[(^)„аѵ + (^.),зу]лгѵ 

= (ж), ау ла>. 

(Индексы у производных указывают, какая переменная при 
дифференцировании фиксирована.) Таким образом, нужная 
функция <2 может существовать, только если (дР/д{ 7) у всюду 
обращается в нуль, — довольно странный это был бы газ! 

Поскольку 6(2 — один-форма в двумерном пространстве, то 
её идеал автоматически замкнут, и из теоремы Фробениуса 
(§ 4.26) следует, что должны существовать функции Т(И, У) 
и 5((У, У), такие что 6<2 = г35. Таким образом, мы опреде- 
лили функции температуры и энтропии для однокомпонент- 
ной системы, находящейся в состоянии термодинамического 
равновесия, просто как функции, фигурирующие в записи 
один-формы из левой части (5.1): 

+ Г35 = .р3у + 3(/. (5.2) 

Важно понимать, что это — чисто математическое определе- 
ние 5 и Т, не имеющее никакого- отношения ко второму за- 
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кону термодинамики, который мы немного погодя рассмотрим. 
Математические тождества такого рода для многокомпонент- 
ной жидкости уже не имеют места. (Мы увидим, что второй 
закон термодинамики эквивалентен требованию 6<2 = 7' 65 
для композитных систем. Поскольку это тождество не выпол- 
няется автоматически, то второй закон термодинамики яв- 
ляется физическим законом: он налагает ограничения на 
возможную математическую природу физической системы.) 


5.2. ТОЖДЕСТВА МАКСВЕЛЛА 
И ДРУГИЕ МАТЕМАТИЧЕСКИЕ ТОЖДЕСТВА 

Взяв внешнюю производную от (5.2), мы получим 

йТ А 65 = йР А бѴ. (5.3) 

Предположим, что мы записали 7 =7(5, V) , Р = Р(8, V). 
Тогда (5.3) даёт (поскольку 65 А 65 = 0, сіѴ А сІѴ = 0) 

(!г)А Л 35 = (^)„І5 л а И (§) ѵ іѵ Л а 5; 


отсюда вытекает равенство 


(дТ\ _ , 

(дР\ 


1 <Э5 ) 


(5.4) 


известное как одно из тождеств Максвелла. Аналогично, за- 
писав 8 = 8(Т, V ), Р — Р(Т, К), мы можем вывести ещё 
одно тождество Максвелла; 




(5.5) 


Разделив обе части (5.2) на Г и взяв внешнюю производную, 
получаем 

у-ёР А ЪѴ-уі&Т А йѴ-±йТ А сШ = 0. 

Полагая V = ЩТ, V), Р = Р(Т, V), имеем 

г(ж)ѵ* Тл 3 ѵ -Т? 3тА * Ѵ 

-Т*(ж)т ЗТАІѴ=0 - 


ИЛИ 


1 \ дТ )ѵ \дѴ )т 


(5.6) 
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Упражнение 5.1. Выведите тождество 



умножив (5.2) на 1/Р и продифференцировав. 

Другое важное соотношение, которое легко получается е 
помощью форм, — это 

(ШЛШ) г =->- <м> 

Соотношение такого вида верно для любой тройки из (Р, V, 
V, Т, 5). Для доказательства запишем 

Т=Т(Р,5), 3 = 8(Т,Р)> Р = Р(Т, 8), (5.9) 

что допустимо в силу двумерности нашего многообразия. 
Тогда мы получаем последовательность тождеств 

а7-ла5=(|Г) 5 ар л а$ 

= ©ТИ)ЙГАЗГ 

=(Ш-§Ш)^лаг, 

из которых и следует (5.8) . Заметим, что весь вывод осно- 
ван на возможности записать формулы (5.9), поэтому такое 
тождество в действительности верно для любых трёх функ- 
ций на двумерном многообразии. 

То, как просто мы вывели тождества Максвелла и (5.8) 
при помощи форм, указывает, насколько естественно введе- 
ние их в термодинамику; один-формы АР, 05 и т. д. — это 
математически точная замена расплывчатых физических по- 
нятий бесконечно-малых йР, с/3 и т. д. 

5.3. КОМПОЗИТНЫЕ ТЕРМОДИНАМИЧЕСКИЕ СИСТЕМЫ; 

ТЕОРЕМА КАРАТЕОДОРИ 

Теперь рассмотрим композитную (составную) термодина- 
мическую систему, части которой могут обмениваться энер- 
гией друг с другом и с окружающим миром. Для неё закон 
сохранения энергии имеет вид (в случае системы из А' частей) 

б <3 = Р> <І V \ \ -ф- Р2<І 2 ~ І - Д С/ 2 Н - 

" _ , (5.10/ 

= Е(/ѵ іѴі + йц,). 

І = 1 

Мы будем смотреть на него как на соотношение между один- 
формами на 2М-мерном многообразии с координатами (У,-, 
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/7,; / = 1, .... АО и предположим, что каждое Р г может быть 
выражено как функция этих координат. Возникает вопрос, 
можно ли определить энтропию и температуру для системы 
в целом, т. е. существуют ли 7 и 5, такие что 

♦ 6С2 = 7и$. (5.11) 

Это равенство есть не что иное, как утверждение, что форма 
6(2 интегрируема (в смысле теоремы Фробениуса). И теорема 
Фробениуса говорит нам, что условием, необходимым и доста- 
точным для того, чтоб это было верно, является равенство 
66(2 Л 6(2 = 0. Как легко видеть из (5.6), вообще говоря, это 
не так, и мы заключаем, что для произвольной взаимодейст- 
вующей системы нет глобальных функций температуры или 
энтропии. Но положение может быть иным для равновесной 
системы, поскольку условия механического и термодинамиче- 
ского равновесия между составными частями ограничат за- 
дачу (как мы надеемся) на некоторое подмногообразие на- 
шего 2ЛАмерного многообразия. Впредь мы будем относить 
слово «многообразие» к этому равновесному подмногообра- 
зию и исследуем возможность интегрируемости на нём 6<2, 
став на точку зрения Каратеодори. 

Если д(^ интегрируема, то каждая точка многообразия 
принадлежит одному и только одному интегральному под- 
многообразию; эти подмногообразия суть поверхности 5 = 
сопзі, причём они попарно не пересекаются. Таким образом, 
начав в некоторой точке и двигаясь по кривой с 6(2 = 0, мы 
не можем достичь произвольной точки многообразия. Иными 
словами, если существует функция энтропии, то нельзя адиа- 
батически получить произвольное равновесное состояние. Фи- 
зически интересен вопрос: верно ли обратное, т. е. если мы 
знаем, что не каждое состояние достижимо по пути с 6(2 = 0, 
то можно ли утверждать, что 6(2 интегрируема? Этот вопрос 
интересен потому, что второй закон термодинамики в одной 
из своих версий утверждает, что в замкнутой системе тепло 
не может передаваться от холодного тела к горячему, если 
в остальном система остаётся неизменной. Под замкнутой 
системой мы понимаем систему с 6(2 = 0, и, следовательно, 
второй закон говорит нам, что не всякое состояние можно 
достичь при 6<2 = 0. Итак, следует ли из второго закона су- 
ществование функции энтропии? Теорема Каратеодори 
утверждает, что да. 

Мы докажем следующее: если 6<2 не интегрируема, то все 
точки, лежащие в окрестности некоторой начальной точки Р, 
можно соединить с Р кривыми, аннулирующими 6(2 По- 
скольку 6(2 не интегрируема, то из теоремы Фробениуса в ва- 
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рианте § 4.26 видно, что существует по крайней мере одна 
пара векторных полей V и таких что 6<3 (Т) = 6(3(117) = 0 
в окрестности любой точки Р, но 6(3([ІЛ ТС?]) ф 0 в самой Р. 
По-другому, один-форма ЬС} определяет в любой точке Р под- 
пространство Кр касательного пространства 7Ѵ, состоящее 
из векторов, аннулирующих 6(3. Неинтегрируемость 6(3 озна- 
чает, что эти векторные поля нигде не задают гиперповерх- 
ность: по крайней мере одна из их скобок Ли не принадлежит 
Кр (см. рис. 5.1). Поскольку условие аннуляции 6<3 — это 
только одно уравнение, то Кр 
имеет размерность п — 1 (где п — 
размерность равновесного много- 
образия). Теперь вспомните вве- 
дённую в § 2.13 экспоненциаль- 
ную запись разложения Тэйлора. 

Взяв любое векторное поле і/, 
принадлежащее Кр во всех точ- 
ках Р, и сдвинувшись вдоль него 
на «расстояние» е от Р, мы ока- 
жемся в точке с координатами 
х 1 — ехр (её/)л-‘'| р, где (У— это оператор дифференцирования по 
параметру кривой, действующий на функцию х ‘. Множество 
точек в малой окрестности Р , которые достигаются таким об- 
разом, можно обозначить ехр(еДр); это образ векторного 
пространства Кр в многообразии. Локально это множество 
есть ( п — 1) -мерная гиперповерхность. Теперь покажем, что, 
двигаясь по кривым определённых выше полей V и \Т, можно 
попасть в точки, лежащие как «снизу», так и «сверху» этой 
«гиперповерхности», т. е. все точки вблизи Р достижимы. 
А именно, пройдём следующим путем: сперва сдвинемся на 
«расстояние» е вдоль V, потом на е вдоль Ш, потом на — е 
вдоль V и наконец на — е вдоль ѴР. Это приведёт нас в точку 
(см. формулу (2.6)) 

х 1 = е‘ е ^е“ г;7 е 8 ^ е еѴ х 1 \ Р 

= (1 + е 2 [Г, Ѵ]+ 0(е 3 )) х‘ \ Р . (6.12) 

Отсюда видно, что мы «почти что» вернулись в точку Р, не 
дойдя до неё на е 2 по направлению [V, Щ. Эта точка не 
лежит в ехр {еКр), поскольку Кр не содержит [V, Щ. Она 
находится по какую-то сторону ехр(еД'р); чтоб попасть на 
другую, надо просто сначала двигаться по а потом по V. 
А раз наш путь был всё время вдоль V и Ш, значит, он был 
адиабатическим: 6(3 — 0 всюду. Таким образом, ясно, что 
если 6(3 неинтегрируема, то все состояния системы можно 
достичь адиабатически. Тем самым мы доказали, что из 



Рис. 5.1. Касательная гипер- 
плоскость Кр содержит векто- 
ры, аннулирующие 6(3, но не 
все их скобки Ли. 
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второго закона термодинамики вытекает интегрируемость б <2 
на равновесном многообразии и существование функции эн- 
тропии у композитных систем, находящихся в равновесии. 


В. ГАМИЛЬТОНОВА МЕХАНИКА 


5.4. ГАМИЛЬТОНОВЫ ВЕКТОРНЫЕ ПОЛЯ 


Построение гамильтонова формализма начинается с функ- 
ции Лагранжа 9? (< 7 , динамической системы с координа- 
той ѵ(0- Импульс определяется как 

р = д9? /д(<7,<), (5.13) 

а функция Гамильтона — как 

н = РР.і — 3? = Н(р, <7). (5.14) 


Лагранжево уравнение движения 

.1 да ? _ л 

йі дЦ'і дд 


(5.15) 


вместе с определением р эквивалентно системе 

дд сК ' др йі ' (О-ШІ 

Дадим теперь геометрическое истолкование гамильтоновых 
уравнений, определив многообразие М с координатами р и < 7 , 
называемое «фазовым пространством». Определим на М два- 
форму 

♦ й^сГрДсГѵ- (5.17) 

Рассмотрим на М кривую {? = /(/), Р = ^(0). являющуюся 
решением системы (5.16). Касательный вектор к этой кривой 
V — б/й/ — 1,{д/дд + §,ід/др обладает свойством 

♦ овт7М = 0, (5.18) 


которое мы сейчас докажем. Поскольку сІ& — 0, то из (4.67) 
получаем 

сі|5(/7)]. (5.19) 

Но так как й = 3<7 ® др — др ® Зд, то 
й ((У) = (сі ц, 17) 3 р — (др, ІІ)дд 


(5.20) 



5.5. КАНОНИЧЕСКИЕ ПРЕОБРАЗОВАНИЯ 


207 


С другой стороны, поскольку / и § удовлетворяют (5.16), мы 
имеем 

&Ф ) = ~йр+Щ-йд = АН. (5.21) 

Таким образом, с![й(С7)] обращается в нуль и (5.18) дока- 
зано. Векторное поле О, удовлетворяющее (5.18), называется 
гамильтоновым векторным полем. 

Упражнение 5.2. (а) Докажите, что если О — гамильтоново 
векторное поле, то существует некоторая функция Н (р , < 7 ), 
такая что уравнения (5.16) выполнены на интегральных 
кривых поля С'. 

(Ь) Докажите, что гамильтоновы векторные поля обра- 
зуют алгебру Ли относительно операции коммутирования. 

Упражнение 5.2 (а) позволяет смотреть на гамильтоново 
поле О как на поле касательных к траекториям системы в 
фазовом пространстве. Заметим, что система консервативна, 
поскольку из (5.16) следует, что 

^ Яв ТГ = 0 - (5 - 22 ) 

5.5. КАНОНИЧЕСКИЕ ПРЕОБРАЗОВАНИЯ 

Координаты р и <7 задаются не однозначно. Определим 
каноническое преобразование как преобразование, сохраняю- 
щее вид й. Это значит, что новые координаты Р — Р(< 7 , р) и 
= р) будут каноническими, если 

3<7 Л сІр = с1(2 Л (ГР. (5.23) 

Необходимое и достаточное для этого условие: 

<*■*> 

Пример канонического преобразования: О = р, Р — — < 7 . Ме- 
нее тривиальный пример строится, если следовать процедуре, 
использованной нами при выводе тождеств Максвелла в тер- 
модинамике. Запишем р — р(< 7 , (2), Р = Р(< 7 , (2); тогда из 
(5.23) находим 

др/д(} = —дР/ді ]. (5.25) 

Следовательно, если взять произвольную функцию Р(р, (2) и 
положить 

р = дР/дс 7 , Р = — дР/дС}, 

то (5.25) будет выполняться тождественно. Поэтому мы гово- 
рим, что Р(і 7 , <2) генерирует каноническое преобразование. 
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Поскольку за независимые переменные в (5.23) можно было 
бы взять не (<7, ф), а любую из пар: (<?, Р), ( р , <2) или ( р , Р), 
то соответственно есть четыре типа производящих функций 
канонических преобразований. Более полно этот вопрос иссле- 
дован у Голдстейна (1975) (см. библиографию в конце главы). 


5.6. СООТВЕТСТВИЕ МЕЖДУ ВЕКТОРАМИ 
И ОДИН-ФОРМАМИ, УСТАНАВЛИВАЕМОЕ ФОРМОЙ й 

Один из наиболее важных моментов описанного геометри- 
ческого подхода к гамильтоновой динамике состоит в том, что 
форма й играет ту же роль, какую метрика играет на рима- 
новых многообразиях, — задаёт обратимое 1-1-соответствие 
между векторами и один-формами. Если V — векторное поле 
на М, то мы определяем поле один-форм V формулой 

Ѵ^ё(Ѵ), (5.26) 

или 

(Ѵ)і = со«/ VI. (5.27) 

Аналогично по заданному полю один-форм а определяется 
(однозначно) векторное поле а: 

а =з й (а) . (5.28) 

Упражнение 5.3. Докажите, что (V, V) — 0, так что й не 
подходит в качестве обычной метрики. 


Упражнение 5-4. Докажите, что если а — {Ад @Ар, то 




(5.29) 


Упражнение 5.5. Докажите, что X — гамильтоново вектор- 
ное поле на М тогда и только тогда, когда X — точная 
один-форма, т. е. тогда и только тогда, когда существует 
функция Я, такая что X = АН, или X = АН. 


5.7. СКОБКА ПУАССОНА 

Предположим, что на многообразии заданы две функции 
{ и Введём векторные поля X/ н= б/ и Х § = и рассмо- 
трим скаляр 

{/, ё(Х г , Х е )= <6/, Х г у. (5.30) 

Поскольку й = Ад <8> Ар — Ар® Ад, мы имеем 

X = — ІШ- — 

8 дд др др дд ' 


(5.31) 
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в чём можно убедиться, проверив, что© (Х е )= д§. Таким об- 
разом, мы получаем 


и, ^}=<а и 


У ч _ де д[ 
~~ дд д р 


де_ді 
др дд 


Справа стоит то, что обычно называют скобкой Пуассона 
функций / и §. Определение (5.30) поясняет её геометрический 
смысл и показывает, что скобка Пуассона действительно не 
зависит от системы координат. Она зависит только от 5. 

Упражнение 5.6. (а) Положив Хн = АН, покажите, что для 
любой функции К 

{К,Н} = Х Н (К) = АК/Аі, (5.32) 

где I — параметр, такой что Хн — А/Аі. Итак, скобка Пуас- 
сона произвольной функции с функцией Гамильтона есть 
производная по времени от значений этой функции вдоль 
траектории системы. В частности, интегралы движения 
имеют нулевую скобку Пуассона с Я. 

(b) Покажите, что скобки Пуассона удовлетворяют 
тождеству Якоби: 

и, л» + {§, {а, т + {н, и, §}> = о (5.зз) 

для любых функций I, §, Н класса С 2 . 

(c) Используя это, покажите, что 

[Х г ,Х е ] = -Х и , е) , (5.34) 


так что гамильтоновы векторные поля образуют алгебру 
Ли. 


5.8. МНОГОЧАСТИЧНЫЕ СИСТЕМЫ; 

СИМПЛЕКТИЧЕСКИЕ ФОРМЫ 

На практике мы сталкиваемся с системами, имеющими бо- 
лее чем одну степень свободы, так что имеется не одна, а не- 
сколько пар р и р. У частицы в трёхмерном пространстве есть 
три р и три р, и фазовое пространство шестимерно. Система, 
содержащая N таких частиц, имеет бЯ-мерное фазовое про- 
странство. Если мы рассмотрим систему общего вида с п 
степенями свободы, то фазовое пространство будет 2я-мер- 
ным, и все предыдущие результаты останутся в силе, если в 
качестве два-формы ш мы возьмем (локально) 

П 

© == X 5 Рл Д В Ра- 

Д=1 


(5.35) 
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Эта форма & называется симплектической формой, а фазовое 
пространство с этой формой — симплектическим многообра- 
зием. 

Упражнение 5.7. (а) Покажите, что / является интегралом 
движения, если функция Гамильтона Я ли-инвариантна 
относительно поля X; — <Д: 

Я — 0. (5.36) 

(См. упр, 5.6.) 

(Ь) Определим форму объёма 5 в фазовом простран- 
стве формулой 

5 = йД ... Д й, (5.37) 

п раз 

где 2п — размерность фазового пространства. Покажите, 
что 0 = 7^0 и что всякое гамильтоново векторное поле Ц 
имеет нулевую дивергенцию относительно этого -элемента 
объёма. Иными словами, объём в фазовом пространстве 
сохраняется при эволюции системы во времени. Этот ре- 
зультат известен как теорема Лиувилля. 

Упражнение 5.8. Сейчас мы докажем правильность сделан- 
ного в § 3.12 замечания относительно связи векторов Кил- 
линга и сохраняющихся величин. Для движущейся ча- 
стицы координаты фазового пространства суть {й а ,Ра} — 
{х‘, рі = тѵі } , а функция Гамильтона равна Я — 
(1/2т)§ і/ рірі + Ф{х 1 ). Докажите, что если Я — вектор 
Киллинга и функция Ф постоянна вдоль Я, то «сопряжён- 
ный момент» вектора Киллинга р-у^[/ і р і является сохра- 
няющейся величиной. (Указание: Используя упр. 5.7, опре- 
делите как векторное поле в фазовом пространстве, 
у которого пространственные компоненты те же, что и у П, 
а импульсные компоненты нулевые. Покажите, что 

03 , 4 - 0 . 

и найдите ( из формулы (5.31).) 

5.9. ЛИНЕЙНЫЕ ДИНАМИЧЕСКИЕ СИСТЕМЫ; 

СИМПЛЕКТИЧЕСКОЕ СКАЛЯРНОЕ ПРОИЗВЕДЕНИЕ 
И СОХРАНЯЮЩИЕСЯ ВЕЛИЧИНЫ 

Особенно просто и наглядно формулируются законы со- 
хранения в случае линейных систем. Линейной называется 
динамическая система, функция Гамильтона которой имеет 
вид 

Я= Е (Т ав раРв + ѴавЯ а й в ), 

4, в = і 


(5.38) 
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где Т АВ и V ав не зависят от р д и ц л . Такая система называется 
линейной потому, что её уравнения движения линейны по 
ІЯ А , Ра}: 

Лр А дН ^ 

~ = ~ ’ < 5 ' 39 ) 

4 В 

Т = = (5.40) 

Заметим, что можно считать Т АВ — Т ВА и Ѵав — V ва, по- 
скольку антисимметричная часть, скажем, Т АВ , после свёртки 
с симметричным выражением р д рв не даёт вклада в Н. 

Линейность системы гарантирует, что если р (1)Л } и 
«2,- Р { 2, а] ~ Решения, то и {ш^ + ^ 2 ) ,ар {і) А + р р (2)А } будет 
решением при любых аир. Поэтому фазовое пространство — 
это не просто многообразие, оно обладает естественной струк- 
турой векторного пространства. Конечно же, векторное про- 
странство — это частный случай многообразия, так как его 
можно отобразить в но это такое многообразие, которое 
может быть отождествлено с касательным пространством в 
любой его точке. А именно, поскольку кривая в векторном 
пространстве есть последовательность векторов, зависящая от 
параметра, а касательный вектор есть просто результат диф- 
ференцирования по этому параметру, то он тоже является 
элементом этого векторного пространства. Более того, все 
касательные пространства Т Р естественно отождествляются 
друг с другом; мы можем говорить о равенстве векторов из 
разных Т Р , просто сравнивая их компоненты. (Это значит, что 
векторное пространство является плоским многообразием, см. 
гл. 6 ) 

Поскольку точка фазового пространства является векто- 
ром, мы можем использовать симплектическую форму 5 для 
определения скалярного произведения элементов фазового 
пространства. Если Р ( і) — вектор с компонентами {<7^, р 

Л = 1 Ы}, а У ( 2) имеет соответственно компоненты 

{^(Ѵ Р{2\а}’ т0 их симп лектическое скалярное произведение 
(или кососкалярное произведение ) определяется как 

Й (Ё (1) , ? (2) ) = Е Ц1)Р(2)Л — < 7 ( 2 ) Р ( 1 ) а). (5.41) 

Если У(і)(() и У ( 2 ) (0 — траектории системы, то их симплекти- 
ческое скалярное произведение не зависит от времени. Чтоб 
это доказать, мы просто подставим уравнения движения в 
формулу для сЗй(Е(і), У( 2))/сЙ (по повторяющимся индексам 
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производится суммирование): 

т ® ^(і)> ^(2)) = 77 Ш)) ^(2) л ■+■ 4 ) Ті р ( 2 ) а 

~ пт ^4) р(\)л~ 4 т р (п а 

= т АВ р {1) в р (2) А + ѵ А і> с і(\)4і) 

Т ' В Р( 1 ) А Р[2)В V авЯ{2)4ѵ 
Из симметричности Т АВ и Ѵав следует, что 

У (2) ) = 0, (5.42) 

если У (1) и 7(2) — решения. 

Симплектическое скалярное произведение позволяет до- 
вольно изяшно определить некоторые из сохраняющихся ве- 
личин, связанных с решениями. На первый взгляд это не ка- 
жется очевидным: хотя симплектическое скалярное произве- 
дение и сохраняется, но, умножив решение само на себя, мы 
получим тождественный нуль. Фокус заключается в том, что, 
воспользовавшись инвариантностью системы (т. е. инвариант- 
ностью Т АВ и Ѵав), мы можем получить из одного решения У 
другое, тесно с ним связанное. Например, допустим, что Т ЛВ 
и Ѵ АВ не зависят от_времени. Тогда уравнения движения по- 
казывают, что если 7(0 — решение, то АУ/АІ — тоже решение. 
И мы определяем каноническую энергию Е с решения У как 

♦ В с (?)-й(%, Г). (5.43) 

Легко проверить, что Е С (У) есть в точности значение функ- 
ции Гамильтона на решении У. 

Так же легко получатъ и другие сохраняющиеся величины. 
Обычно бывает, что Т АВ и Ѵав зависят от координат {х 1 } мно- 
гообразия, на котором задана динамическая система (эвкли- 
дово пространство для нерелятивистской динамики). Если, 
как в упр. 5.8, найдётся векторное поле II, такое что 

&цТ АВ = о = збцѴ лд, (6.44) 

то существуют связанные с О сохраняющиеся величины. (Вы- 
числяя $рТ АВ , важно иметь в виду различие между индек- 
сами А, В, относящимися к координатам в фазовом простран- 
стве, и тензорными свойствами Т АВ на исходном многообра- 
зии. На нём величины Т АВ могут быть скалярами или тензо- 
рами в зависимости от того, что представляют из себя д" 4 . 
Индексы А и В всего лишь метки, они вовсе не указывают на 



5.10. УРАВНЕНИЯ ГАМИЛЬТОНА И РАССЛОЕНИЯ 


213 


то, что с Т АВ надо обращаться как с тензором типа ^ при 

вычислении производной Ли по направлению О, поскольку 
О — это вектор в исходном многообразии, а не в фазовом 
пространстве.) Как и раньше, если У — решение, то и — 

решение. (Опять то же замечание: это производная в исход- 
ном многообразии, а не в фазовом пространстве.) Итак, опре- 
делим канонический О-импульс формулой 

♦ Р-(у) = <Ь(3 1] У, У). (5.45) 

Читатель может на простых примерах, вроде того что дан 
в упр. 5.8, убедиться б, что обычные сохраняющиеся величины 
действительно так получаются. 

Хотя наше обсуждение ограничивалось системами с конеч- 
ным числом (А/) степеней свободы, развитый формализм 
прямо обобщается на непрерывные системы, такие как систе- 
мы, описываемые волновым уравнением. Знакомый с уравне- 
нием Клейна — Гордона читатель может узнать симплектиче- 
ское скалярное произведение: интеграл от сохраняющейся 
плотности тока ф*ф — фф* как раз и есть (с точностью до по- 
стоянных множителей) ш(ф*, ф). Обсуждение канонических 
сохраняющихся величин для случая волн в жидкости с при- 
ложением к вопросам устойчивости можно найти в работе 
Ргіесітап & Зсйиіг (1978), указанной в библиографии в конце 
главы. 

5.10. УРАВНЕНИЯ ГАМИЛЬТОНА И РАССЛОЕНИЯ 

В § 5.4 мы определили фазовое пространство как много- 
образие с координатами р и < 7 . Это определение таит в себе 
множество важных и интересных структур. Пусть динамиче- 
ская система имеет N координат {< 7 '}, отвечающих её N сте- 
пеням свободы. Они определяют многообразие М, называемое 
конфигурационным пространством, и эволюция динамической 
системы во времени описывается кривой у‘(() в М. Функция 
Лагранжа 3? зависит от ц' 1 и й^'/с К и, следовательно, является 
функцией на касательном расслоении ТМ. Покажем, что им- 
пульс 

Рі — дЗ?Ід(у\і) (5.46) 

есть поле один-форм на М, т. е. сечение кокасательного рас- 
слоения Т*М. Мы покажем это, установив, как преобразуется 
импульс при замене координат. Введём на М новые коорди- 
наты 

= (5.47) 


’> Это далеко не просто. — Прим, перед. 
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Тогда новые импульсы будут равны 

азг д& 

Р> ’ ~ д$'і ~~ дд[У д0>^ ’ 


( 5 . 48 ) 


Далее, как д к , и так и в каждой точке Р являются эле- 
ментами слоя над этой точкой, и при замене переменных 
(5.47) координаты в этом слое соответственно преобразуются. 
А именно, если V — вектор в Р, то для его компонент мы 
имеем 

V' = А>'Ѵ к , Ѵ к = А к ,Ѵ‘\ 


С тем же успехом формула применима и к вектору скорости 

я к у. 


а\ = А к ,0}\ =► — 4 - 
4 •* і <Э<2', 


■ А к . 
1 


Подставив это соотношение в (5.48), получаем 

Р г = А*' Рк , ( 5.49) 

и, следовательно, импульс действительно является один- 
формой. 

Итак, мы видим, что фазовое пространство с координа- 
тами {< 7 ‘, р,} есть не что иное, как кокасательное расслоение 
Т*М, а функция Гамильтона — функция на этом расслоении. 
Более того, симплектическая форма 

й = Ад 1 А Зр, 

(суммирование подразумевается) не зависит от выбора коор- 
динат на М. Пусть произведено преобразование 

<г'' =<г'Ѵ) =►*</ = л! V. (5 50) 

Р,‘ = А к ,'Рк => 3 Ру = А у, іРкй д 1 + А у 3 р к . 


(Напомним, что оператор 3 действует на Т*М, а не на М и 
что А к у — функции, зависящие лишь от координат М.) 
Тогда 

3<Э Г л сі Ру = аГа*. іРкйд 1 А йд 1 + А ! ІА к уйд 1 А йр к ■ (5.51) 
В то же время 

аГа у = б АГ а* I = - АС іАу, 
и (5.51) принимает вид 

Я<3' А йРу — — М. і^ч'Ркй д 1 А З.д 1 + йд А йрі. 
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Первый член в правой 


А 


». 


дд г дд 1 


части обращается в нуль, поскольку 


симметрично по / и /, а свёртывается с антисимметричной 
формой^' Д Ад 1 . Таким образом, от выбора координат на М 
форма <в не зависит и является естественной структурой на 
кокасательном расслоении Т*М. Кроме того, Т*М всегда ори- 
ентируемо, поскольку форма объёма а, определённая в 
упр. 5.7 (Ь), нигде не обращается в нуль. 

Очевидно, что хотя в нашем примере мы обращались с 
расслоенной структурой как с тривиальной (т. е. как с пря- 
мым произведением <7- и р-пространств) , можно рассматри- 
вать и нетривиальные многообразия М и расслоения Т*М, 
для которых все приведённые выше координатные формулы 
имеют смысл уже лишь локально. Даже в таком простом 
примере, как шарик, движущийся по поверхности сферы, мы 
имеем фазовое пространство с нетривиальной расслоенной 
структурой, как было отмечено в § 2.11. 


С. ЭЛЕКТРОМАГНЕТИЗМ 

5.11. УРАВНЕНИЯ МАКСВЕЛЛА 
НА ЯЗЫКЕ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ ФОРМ 

Выпишем уравнения Максвелла в их традиционном виде 
в системе единиц с с = ро = е 0 = 1: 


ѴХВ- 
ѴХЕ + 


-^Е = 4лі, 

(5.52а) 

Цъ 

со 

II 

о 

(5.52Ъ) 

V • В = 0, 

(5.52с) 

V • Е = 4яр. 

(5.52с!) 


При этом мы, конечно же, использовали операторы ротора и 
дивергенции в обычном трёхмерном плоском пространстве. 

Теперь мы хотим показать, что эти уравнения можно за- 
писать, пользуясь лишь понятиями метрики и внешнего диф- 
ференцирования. Начнём с того, что перепишем уравнения в 
их релятивистски-инвариантном виде *>, введя два-форму Фа- 

1) Для читателя, который это не знал или забыл, напомним, что урав- 
нения Максвелла правильно описывают распространение света, а специаль- 
ная теория относительности как раз и была изобретена для объяснения не- 
которых свойств света; поэтому уравнения Максвелла уже релятивистские. 
Всё, что мы здесь делаем, — это придаём им подходящую форму. 
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радея Р с компонентами 

/О — Е х —Е у ~ Е г\ 

/п \ Е Х 0 Дг В у 

1 Е у -В г О В х 

\Е г Ву -В х 0 / 


(5.53) 


(Здесь, как и в § 2.31, греческие индексы пробегают і, х, у, 2 .) 


Упражнение 5.9. Докажите, что при пространственных вра- 
щениях преобразуются таким образом, что Е и В пре- 
образуются как трёхмерные векторы. 

С помощью тензора Фарадея уравнениям Максвелла 
можно придать чрезвычайно простой вид. Например, четыре 
уравнения (5.52Ь, с) записываются как 

Диѵ, ѵі = 0 <=*• Зт = 0, (5.54) 


где квадратные скобки обозначают антисимметризацию. 

Упражнение 5.10. (а) Докажите, что в (5.54) содержится 
четыре линейно-независимых уравнения. 

(Ь) Докажите эквивалентность уравнений (5.54) и 
(5.52Ь, с), воспользовавшись явным выражением (5.53) 
для компонент Р. 

Теперь перейдем к оставшимся уравнениям. Если мы вве- 
дём метрику специальной теории относительности, имеющую 
в нашей системе координат следующие компоненты: 

- 1 о о о 
0 10 0 
0 0 10 
0 0 0 1 




то мы можем определить антисимметричный тензор 

(!) = 





Е х 

0 

-В, 

Ву 


В у В г \ 

В г -Ву 

о в х 

-В х о / 


р типа 


(5.56) 


Упражнение 5.11. Докажите формулу (5.56), 
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Теперь оставшиеся уравнения можно записать так: 

Р^ = 4яЛ (5.57) 

где мы ввели 4-вектор тока с компонентами {Д = р, = 
для і = х, у, г} . 

Упражнение 5.12. Докажите, что четыре уравнения 
(5.57) — это то же самое, что (5.52а — сі). 

До сих пор мы были привязаны к лоренцевым координа- 
там, поскольку, хотя (5.54) и не зависит от координат, (5.57) 
не представляет собой тензорного равенства, верного в 
любой системе координат (вспомните упр. 4.15). С другой 
стороны, в упр. 4.23 мы видели, как определить дивергенцию 

антисимметричного ( ^ ^-тензора, если у нас есть форма 

объёма. Поскольку у нас есть метрика и {д/ді, д/дх, д/д у, 
д/дг) образуют в этой метрике ортонормированный базис, то 
выделенная форма объёма имеет вид 

й = 6/ лЗ*А(іг/Лс1г. 

Дальнейшие рассмотрения проведем в форме упражнения. 

Упражнение 5.13. (а) Определим два-форму *Р как 

свёртку 

7^|й(К), (5.58) 

т. е. 

Конечно же, это введённая в гл. 4 дуальная к р форма. 


Выразите компоненты ( *Р )^ ѵ через Е и В. 

(Ь) Определите три-форму *7 как свёртку 

7=й(7) (5.59) 

и покажите, что (5.57) эквивалентно 

<Г(7') = 4я7. (5.60) 

Из упр. 4.23 следует, что это можно переписать так: 

сііѵйР = 4я7. (5.61) 

Обратите внимание на то, как похоже выглядят две части 
уравнений Максвелла в нашей новой записи: 

ф 6 7 = 0, (5.54) 

* сІ*Р = 4 я7. (5.60) 



218 


5 ФИЗИЧЕСКИЕ ПРИЛОЖЕНИЯ 


Также заметьте, что теперь они представлены в бескоорди- 
натном виде и, следовательно, выглядят так же на любом 
многообразии с метрикой (метрика была нужна, чтоб полу- 
чить *Р из Р). Сходство между (5.54) и (5.60) в уравнениях 
Максвелла довольно глубокое. В самом деле, действие опера- 
ции * на Р сводится просто к взаимной замене Е и В (см. 
упр. 5. 13 (а) ) , а I — это плотность электрического тока. Если 
бы существовали магнитные монополи, то у нас было бы 
два тока 7 е и 7 т и уравнения Максвелла приняли бы сим- 
метричную форму 

АР = 4я*7 т , д*Р = 4я*7 е . (5.62) 

Упражнение 5.14. (а) Докажите (5.62). 

(Ь) Докажите с помощью внешнего дифференцирова- 
ния, что уравнение (5.60) гарантирует сохранение заряда, 


т. е. что 


сИѵ(7) = 0. (5.63) 

Упражнение 5.15. Установите теорему об изменении пол- 
ного заряда, действуя следующим образом. 

(a) Возьмите произвольную ориентированную трёх- 
мерную гиперповерхность Ж и ограничьте на неё (5.60). 
Докажите, что операция ограничения коммутирует с внеш- 
ним дифференцированием, т. е. 

акт] -(а то и. 

(b) Возьмите на Ж какую-нибудь область 3 с грани- 
цей дЗ. Проинтегрируйте ограничение (5.60) по 3) и, вос- 
пользовавшись теоремой Стокса, покажите, что (соответ- 
ствующие ограничения подразумеваются) 

1 


/ = 


3 ) 


4я 


Р. 


дЗ> 


(с) Докажите, что в случае, когда ^ — гиперповерх- 
ность і — соП5І в пространстве Минковского, а дЗ> — 
сфера, полный заряд, заключённый в 3), получается как 
интеграл от нормальной компоненты электрического поля 
по дЗ. 


5.12. ЗАРЯД И ТОПОЛОГИЯ 

Поскольку теперь мы можем говорить об уравнениях Мак- 
свелла на любом многообразии с метрикой, стоит упомянуть 
о двух попытках разрешить головоломный вопрос: «Что есть 
заряд?», при помощи такого ответа: «Заряд — это топология». 
Первое объяснение, принадлежащее Дж. Уилеру (1962), 
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чрезвычайно просто. Рассмотрим рис. 5 2, на котором изобра- 
жена гиперповерхность і = сопзі некоего гипотетического 
пространства-времени. Сплошные линии на рисунке — это 
интегральные кривые поля Е Никаких зарядов нигде нет, и 
эти интегральные кривые либо замкнуты (концы линий, «про- 
детых» сквозь ручку, соединяются между отверстиями), либо 
бесконечны (концы линий остаются свободными). Посмотрим, 
что обнаружит экспериментатор, измеряющий Е на сфере 5, 



Рис 5 2 Червоточина’, или ‘ручка’, прикрепленная к трехмерному мно- 
гообразию (одна размерность на рисунке не представлена) Силовые ли- 
нии могут пронизывать ручку, выходить наружу и вновь нырять в нее, в 
результате чего каждое отверстие выглядит заряженным, хотя зарядов в 
пространстве нет 

окружающей одно из отверстий, интеграл ^5^5, конечно же, 

в нуль не обратится (всюду на 5 поле направлено наружу), и 
он скажет, что отверстие имеет положительный заряд В точ- 
ности так же сфера вокруг другого отверстия даст отрица- 
тельный заряд, равный по величине предыдущему (Вычис- 
ления упр 5 15 здесь силы не имеют, поскольку 5 не делит 
многообразие на внешность и внутренность, см рис 4.10 ) 
Итак, мы посі роили модель «заряда без заряда», получив 
заодно объяснение того, почему положительный и отрицатель- 
ный заряды равны между собой У такой модели есть, однако, 
два изъяна во первых, никому пока не удалось получить ре- 
шение, скажем, уравнений Эйнштейна с похожей геометрией 
пространства-времени, во-вторых, представление о том, что 
два заряда (которые могут быть чрезвычайно сильно удалены 
друг от друга) всегда соединены собственной специальной 
«ручкой», неудовлетворительно в философском плане. 

Второе, более изощренное объяснение использует много- 
образие, сделанное неориентируемым при помощи специаль- 
ной конструкции ручки. Оно принадлежит Соркину (1977) 
(см библиографию в конце гл. 4). В его модели оба отверстия 
имеют одинаковые по величине и знаку заряды, и можно 
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себе представить, что они близко сомкнуты и образуют нечто, 
выглядящее для внешнего наблюдателя как один заряд, рав- 
ный удвоенному заряду каждого отверстия. Здесь упр. 5.15 
опять не работает, поскольку многообразие неориентируемо. 
Такая модель свободна от второго изъяна модели Уилера — 
но не от первого! И ни одна из моделей не объясняет, почему 
два произвольных (не имеющих друг к другу отношения) за- 
ряда должны быть равны. Несмотря на это, приведённые 
примеры иллюстрируют становящуюся все более и более не- 
сомненной идею, что в теоретической физике есть и ещё 
что-то, кроме локальных дифференциальных уравнений! 

5.13. ВЕКТОР-ПОТЕНЦИАЛ 

Существование «вектор-потенциала» для уравнений Мак- 
свелла прямо следует из (5.54). Поскольку Я 1 — замкнутая 
два-форма, то существует один-форма А , такая что 

♦ Р = (ІА (5.64) 

в некоторой окрестности каждой точки. С помощью метрики 
этой один-форме- можно сопоставить вектор, который и назы- 
вается вектор-потенциалом. Более естественно, конечно же, 
пользоваться один-формой потенциала. Заметим, что А опре- 
делена не однозначно: А' — А д( при любой функции / даёт 
по формуле (5.64) то же самое Р. Такая замена называется 
калибровочным преобразованием. Отметим также, что если 
существуют магнитные монополи, то ЭР не может всюду обра- 
щаться в нуль. Как следует из нашего обсуждения точных 
форм в гл. 4, в этом случае А можно определить лишь на 
простых областях, не содержащих магнитных монополей. 
В частности, в той области пространства-времени, где содер- 
жится мировая линия магнитного монополя, нельзя всюду 
согласованно определить один-форму потенциала. 

Упражнение 5.16. (а) Покажите, что если существует 

один-форма потенциала А, то на нерелятивистском языке 
ей соответствуют скалярный потенциал ср и вектор-потен- 
циал А‘ (трёхмерный), задаваемые формулами <р = А 0 , 
А‘ (вектор-потенциал) = — Л,- (один-форма), где индексы 
относятся к той же системе координат, что и в (5.52). 

(b) Выясните, как определённые в (а) потенциалы ср 
и А‘ преобразуются при калибровочных преобразованиях. 

(c) Чтобы проиллюстрировать сложности с один-фор- 
мой потенциала, вызываемые наличием магнитных моно- 
полей, рассмотрим случай, когда заряды есть, а монополей 
нет , но один-форма потенциала а для Р определена равен- 
ством 


Р = За. 
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(Вследствие дуальности магнитных и электрических полей 
относительно операции* присутствие электрического за- 
ряда влечёт для а те же сложности, что и присутствие 
магнитного для А.) Запишите уравнение Максвелла через 
а и покажите, что а существует лишь в тех областях, в ко- 
торых нет заряда и которые могут быть стянуты в точку. 
Сделайте это, найдя а явно для случая одиночного стати- 
ческого изолированного заряда ц. 

5.14. ПЛОСКИЕ ВОЛНЫ: ПРОСТОЙ ПРИМЕР 

Как известно, плоские электромагнитные волны движутся 
со скоростью света. Рассмотрим специальный тензор Фарадея 
Р а $, все компоненты которого зависят лишь от и = і — х (на- 
помним, что мы используем систему единиц с с — 1): 

= А а ^{( — х) = Л“3(ц). (5.65) 

При каких условиях он удовлетворяет уравнениям для пустого 
пространства й/ 7 = О, А*Р — 0? Из (5.65) следует, что 

йР = сГ (-І- Р^йх* Л йх ѵ ) = 3 (К (гѵ ) сО Л дх ѵ 

— —■ (6А^/йи) іи А Л Зх ѵ . 

Из (5.53) легко вывести, что 

АР = [^- (В г - Е у ) йі Л &с Л іу + (В х ) 6і Л сГ у Л йг 

+ -^-(— В х ) іх Л йу Л <й + 

+ (~ В у — Е г ) іі А іх А сГг] , 

и если это обращается в нуль, то (пренебрегая статическим 
полем) мы получаем 

Вг — Еу, Ву — Е г , Ех = 0. (5.66) 

Упражнение 5.17. Покажите, что из уравнения й*Р — 0 
следует, что 

Вг = Еу, Ву = — Ег, Ех = 0. (5.67) 

Теперь мы видим, что электрическое и магнитное поля пло- 
ской электромагнитной волны поперечны (т. е. перпендику- 
лярны направлению её распространения) и задаются двумя 
независимыми функциями Е у (и) и Е г (и), отвечающими двум 
независимым поляризациям волны. 
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О. ДИНАМИКА ИДЕАЛЬНОЙ ЖИДКОСТИ 

5.15. РОЛЬ ПРОИЗВОДНЫХ ЛИ 

Под «идеальной» мы понимаем жидкость, не обладающую 
вязкостью и движущуюся адиабатически, т. е. без теплооб- 
мена. Хорошо известно, что такая жидкость подчиняется опре- 
делённым локальным законам сохранения: каждый элемент 
жидкости в процессе своего движения сохраняет постоянную 
массу, энтропию и, в некотором смысле, интенсивность вихрей 
скорости. Эти законы сохранения обычно выводятся с по- 
мощью традиционного векторного анализа и могут показаться 
довольно сложными. С геометрической точки зрения наличие 
некоего потока немедленно наводит на мысль использовать 
производную Ли, и, действительно, мы сейчас продемонстри- 
руем, как проясняются локальные законы сохранения, если 
работать с производными Ли. 

5.16. ПОЛНАЯ ПРОИЗВОДНАЯ ПО ВРЕМЕНИ 

Как мы видели в упр. 4.22, уравнение неразрывности, 
обычно записываемое в виде 

+ сііѵ ( Р К) — О, 

можно представить в виде 

♦ (|р + с€Ѵ)(Р й ) = 0 - (5.68) 

где со = бд: Д бу Д йг — гри-форма объёма в эвклидовом 
пространстве. Оператор (д/ді + естественно считать 

оператором дифференцирования по времени, связанным с дан- 
ным элементом жидкости. Чтобы это понять, представим себе 
не наше обычное пространство, а галилеево пространство- 
время — четырёхмерное многообразие с координатами (х, у, 
г, і) (см. § 2.10). Любая гиперповерхность I = сопзі есть 
эвклидово пространство. Движение элемента жидкости опи- 
сывается кривой в пространстве-времени, называемой миро- 
вой линией этого элемента. На рис. 5.3 изображены две такие 
мировые линии (АА' и ВВ'). За бесконечно-малый промежу- 
ток времени сП точка на этой кривой перемещается из поло- 
жения с координатами (х, у, г, і) в положение с координатами 
(х + Ѵ х Аі, у + Ѵ у с К, 2 + Ѵ г Аі, Если обозначить через 

II вектор, касательный к мировой линии в четырёхмерном 
многообразии, то он, очевидно, будет иметь компоненты 
(V х , Ѵ у , Ѵ г , 1). Мы видим, что полная производная по вре- 
мени, связанная с элементом жидкости, есть просто з&ц — 
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естественная производная вдоль мировой линии этого эле- 
мента. 

Упражнение 5.18. Используя равенство (2.7), покажите, что 
€й ^ = + (5-69) 

где Й? — любое векторное поле на гиперповерхности і — 
сопзі, т. е. любое чисто пространственное векторное поле 
(Г' = 0). 

Равенство (5.69), очевидно, выполняется, и если мы 
заменим ѴР любым чисто пространственным тензором типа 

(ф), т. е. тензором, «лежащим» в трёхмерном пространстве 
і — сопзі Понятие чисто пространственного тензора выглядит 



Рис. 5.3. Два момента галилеева времени и мировые линии АА' и ВВ' двух 
частиц. Вектор V касателен к кривой АА', параметризованной временем (. 


неправомерным — оно неинвариантно относительно замены 
координат в четырёхмерном многообразии, поскольку «чистая 
пространственность» означает просто, что все ^-компоненты 
тензора равны нулю. Но в нашем случае оно приемлемо, так 
как в нерелятивистской физике между пространством и вре- 
менем проводится чёткая грань. 

Упражнение 5.19. Наиболее общий вид преобразований 
координат, сохраняющих свою «естественность» по отно- 
шению к расслоенной структуре галилеева пространства- 
времени (§ 2.10), — это 

{' = §(()■ х 1 ’ = Г'{х 1 , (), І= 1,2,3. (5.70) 

Покажите, что ( ” ^-тензор А, не имеющий временных 
компонент (А(. .., ...)=0), сохраняет это свойство 

при таких преобразованиях и -тензор В, не имеющий 

пространственных компонент (т. е. лишь Ві ... < не нуль), 
тоже остается чисто временным. 
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5.17. УРАВНЕНИЕ ДВИЖЕНИЯ 

Условие адиабатичности движения означает, что полная 
энтропия элемента жидкости должна сохраняться. Удобно ра- 
ботать с удельной энтропией 5 (энтропией на единицу мас- 
сы). Очевидно, что при движении она должна оставаться по- 
стоянной : 

♦ (^+^ 7 )5 = 0. (5.71) 

Движение жидкости с давлением р, находящейся в грави- 
тационном поле с потенциалом Ф, описывается уравнением 
Эйлера, которое в декартовой системе координат выглядит 
так: 

— Ѵ 1 + У / ^ т 1/‘' + -^тР + ^т ф = 0- (5.72) 

ді дх 1 р дх 1 дх‘ 

Есть две причины, по которым это уравнение верно лишь в 
декартовых координатах. Во-первых, некоторые индексы і — 
верхние, а некоторые — нижние, а это безразлично лишь в 
ортонормированием базисе. Во-вторых, член дѴ 1 /дхі преоб- 
разуется как ( | ^-тензор, только если матрица преобразова- 
ния А) не зависит от точки (упр. 4.5), что выполняется при 
переходе от одной декартовой системы к другой. Стандартный 
способ приспособить уравнение к произвольной системе коор- 
динат заключается во введении ковариантной производной, 
которая определяется в главе, посвященной римановой гео- 
метрии. Здесь мы покажем, что имеется другой, и весьма 
поучительный, подход. Сначала заметим, что первые два сла- 
гаемых в (5.72) можно записать как 
дѴі | у! дѴі 
ді дх 1 ' 

поскольку в декартовых координатах нет разницы между V 1 
и Ѵі. (Здесь мы, конечно же, воспользовались тем, что в 
трёхмерном пространстве есть метрический тензор.) Затем 
заменим производную Ѵ’дѴі/дхі производной Ли (формула 
(3.14)) один-формыѴ — д(У, ): 

^ѵП-ѵ'-^ѵ. + ѵ^Ѵ 

- ѵ 'і? ѵ ‘ + Т77 

где мы опять воспользовались равенством У/ = V 1 . Итак, мы 
получаем 


(5.73) 
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Оба слагаемых в правой части — это тензоры в произвольной 
системе координат! Таким образом, (5.72) приобретает бес- 
координатный вид 

♦ (Лі + 3 &ѵ)У + \4Р + й{ Ф~уК 2 )=0. (5.74) 

Роль метрики в этом выражении несколько завуалированна, 
но является решающей: она нужна, чтобы V превратить в V и 
получить отсюда V 2 = К (V). 

5.18. СОХРАНЕНИЕ ВИХРЕЙ 

Теперь мы можем заняться вопросом о сохранении вихрей. 
В обычных обозначениях вихрь — это ротор скорости V X V- 
Как мы видели в гл. 4, это по существу внешняя производная 
ёР- Раз внешняя производная и производная Ли коммутируют 
(конечно, 3 и д/ді тоже коммутируют, поскольку в ё входят 
"(5*74^° п Р ост Р анственные п Р 0ИЗВ °Д ны е), то мы получаем из 

{■Ж + €ѵ)ЗѴ = -^69 А ар. (5.75) 

(Для простоты записи мы опустили волны.) Здесь имеются 
два случая. Рассмотрим сначала более простой, когда жид- 
кость подчиняется уравнению состояния р — р( р). Тогда 
<ір А ёр = 0, и мы находим, что два-форма вихря дѴ удовле- 
творяет локальному (или конвективному) закону сохранения 

(|г + ^)с1Р = 0. . (5.76) 

Это теорема Гельмгольца о циркуляции, представленная в её 
наиболее естественном виде. Однако, если имеется более об- 
щее уравнение состояния р = р( р, 5), ответ будет иной. 
В этом случае в нуль обращается не сама правая часть 
(5.75), а её внешнее произведение с ё5: 

(15 А сір А бр = 0. (5.77) 

Упражнение 5.20. Докажите (5.77). 

Внешнее дифференцирование (5.71) даёт 

(ж ) 35 = 0 , 

а умножив (5.75) внешне на 65, мы получаем 

65 Л (ІГ + ^й) с11/ = 0 - 


(5.78) 
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Таким образом, 

♦ (-| г + ^ Т 7) с15 Л(і^ = 0. (5.79) 

Это наиболее общий закон сохранения вихрей. Он называется 
теоремой Эртеля. 

Смысл три-формы 65 Л сП/ непосредственно не очевиден, 
но можно превратить (5.79) в закон сохранения для скаляра. 
Дело в том, что у нас есть и другая сохраняющаяся три-фор- 
ма: рсо, а в трёхмерном пространстве любые две три-формы 
пропорциональны. Значит, найдётся скалярная функция а, та- 
кая что 

65 Л 6П = арео, (5.80) 

и из (5.68) и (5.79) получится скалярное уравнение 

(~дГ + ) а = 0 ' 

Можно показать, что в общепринятых векторных обозначе- 
ниях 

а =-^- Ѵ5 • V X ^ • (5.81) 

Упражнение 5.21. Докажите (5.81). (Указание: выразите 
обе части (5.80) через бх Л бу Л 6г.) 

В обозначениях гл. 4 

а=±г ІІк З, і Ѵ к , і . (5.82) 

Таким образом, а дуальна к 65 Л 6 У относительно рсо, и со- 
хранение а естественно следует из сохранения 65Л6Н: то 
что рсо сохраняется, означает, что операция дуализации отно- 
сительно рсо — это тоже сохраняющаяся, т. е. коммутирующая 
с оператором ( ’д/ді + операция. 

Упражнение 5.22. В декартовых координатах сдвиг поля 


скоростей определяется формулой 

°и = У 1ш , + У,, { -±6ф, (5.83) 

где Ѳ — дивергенция поля скоростей: 

Ѳ = V ■ V . (5.84) 

Покажите, что в произвольной системе координат 

Ѳ = ^§ и €уё іг (5.85) 

а іі — &у8ц — з" ®8ір (5.86) 
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Е. КОСМОЛОГИЯ 

5.19. КОСМОЛОГИЧЕСКИЙ ПРИНЦИП 

Большинство физиков знает, что общая теория относи- 
тельности Эйнштейна дала современной физике последова- 
тельный и плодотворный подход, в рамках которого можно 
заниматься космологией, изучением крупномасштабной струк- 
туры нашей Вселенной. Большинство из них знает также, что 
(по крайней мере на простейшем уровне) существуют лишь 
три основные космологические модели — «замкнутая», «пло- 
ская» и «открытая» Вселенные. Однако то, что эта простота 
выбора всего из трёх моделей вовсе не является, собственно 
говоря, следствием уравнений Эйнштейна, известно гораздо 
хуже. На самом деле это — следствие предположения об 
однородности и изотропности крупномасштабных свойств Все- 
ленной. (Точное определение однородности и изотропности бу- 
дет дано ниже.) Подобно всем фундаментальным физическим 
теориям, общая теория относительности — динамическая тео- 
рия; по заданным начальным условиям она предсказывает 
будущую эволюцию и восстанавливает предшествующую исто- 
рию. Однородность Вселенной — это часть начальных усло- 
вий, которые мы задаём при построении простейших моделей. 
Главное, что даёт общая теория относительности, — это то, 
что она позволяет нам выбирать геометрию пространства — 
а именно поле его метрического тензора — как часть началь- 
ных условий. В ньютоновской теории гравитации такое, ко- 
нечно, невозможно. Как только принято решение выбрать 
наиболее однородные начальные условия, остальное — уже 
дело дифференциальной геометрии; это она скажет нам, что 
возможны лишь три типа полей метрического тензора. Найти 
эти метрики и будет нашей задачей в следующих параграфах. 
Нам понадобится математика симметрий и инвариантности, 
развитая в гл. 3, но вовсе не понадобится знать что-либо ни 
об общей теории относительности, ни о римановой геометрии. 

Начнём с физики — с самой Вселенной. Несомненно, что 
в малых масштабах Вселенная «комковата». На любых рас- 
стояниях, от ядерных (1СН 5 м) до межзвездных (ІО 17 м), для 
нашего мира характерна тенденция к сосредоточению матёрни 
в малых областях с отчетливыми границами между различ- 
ными типами материи или между материей и вакуумом. Сами 
звезды группируются в более или менее изолированные га- 
лактики, галактики группируются в скопления от нескольких 
десятков до нескольких тысяч в каждом, и даже скопления 
группируются в разреженные суперскопления. Но современ- 
ной астрономии доступны расстояния, превышающие раз- 
меры суперскоплений, и там мы видим, что по всем направ- 
лениям наблюдается тенденция ко всё большей и большей 
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однородности свойств Вселенной — после усреднения во всё 
большем и большем масштабе. Поскольку именно эти крупно- 
масштабные усреднённые характеристики (например, сред- 
ние плотность и скорость) важны для понимания динамики 
Вселенной, космолог хотел бы включить эту однородность по 
крайней мере в простейшие модели. Но каков реальный смысл 
однородности? В конце концов, в развивающейся Вселенной 
более удалённые от нас области должны выглядеть иначе, 
чем близкие, хотя бы потому, что мы наблюдаем их в ранней 
фазе их истории (см. рис. 5.4). В действительности так оно 
и есть; число квазаров, например, гораздо больше в удалён- 
ных областях, чем вблизи от нас. «Наблюдаемая» однород- 
ность — это ня самом деле экстраполяция в настоящее время 



Рис. 5.4. “Срез” у — г — 0 пространства-времени. Точки-события на нём 
задаются координатами і (время) и .ѵ. Поскольку электромагнитные вол- 
ны распространяются с конечной скоростью, то удалённые объекты мы ви- 
дим на более ранних стадиях их истории, чем близлежащие. 

состояния удалённых областей. Однако в теории относитель- 
ности и само понятие «настоящего времени» не является абсо- 
лютным. Дальнейшее обсуждение этих вопросов выходит за 
рамки данной книги; здесь можем только сказать, как они 
решаются. 

Основная идея заключается в том, чтобы разбить про- 
странство-время на семейство заполняющих его пространст- 
венно-подобных подмногообразий (слоение). Эти подмного- 
образия называются гиперповерхностями постоянного времени 
(см. рис. 5.5). Фактически это эквивалентно выбору времен- 
ной координаты. Метрический тензор пространства-времени д 

как и любой тензор типа ( ,° ) . допускает естественное огра- 
ничение на каждую гиперповерхность, и гиперповерхность 
будет пространственно-подобной, если § положительно-опре- 
делён на всех касательных к ней векторах. Космологическая 
«однородность» определяется в терминах векторов Киллинга 
или изометрий этих гиперповерхностей. 

Пусть 0 — группа Ли изометрнй некоторого многообразия 
5 с метрическим тензором д. Алгебра Ли группы — это ал- 
гебра Ли векторных полей Киллинга для этой метрики. Эле- 



5.19. КОСМОЛОГИЧЕСКИЙ ПРИНЦИП 


229 


менты О суть отображения 5 на себя (диффеоморфизмы). 
Действие О на 5 называется транзитивным, на 5, если для 
любых двух точек Р и <2 из 5 найдется элемент § группы О, 
удовлетворяющий условию §(Р)—С, }, т. е. переводящий Р 
в С Многообразие 5 называется однородным, если его группа 



Рис. 5.5. Расслоение пространства-времени на пространства постоянного 
времени (. 

изометрий действует на нём транзитивно (см. рис. 5.6). Это 
и значит, что всюду в 5 геометрия одинакова. 

Предположим, что в О существуют элементы, оставляю- 
щие неподвижной некоторую точку Р из 5. Поскольку произ- 



Рис. 5.6. Некоторая окрестность V точки Р изометрически отображается 
посредством § на окрестность V точки С} — @(Р)\ геометрия вблизи Р и 
<2 одинаковая. 

ведение двух таких элементов тоже оставляет Р неподвиж- 
ной и тождественное преобразование е, очевидно, принадле- 
жит к числу таких элементов, они образуют подгруппу Н? 
группы О, называемую группой изотропии точки Р. Очевидно, 
что это хорошо нам знакомые вращения вокруг осей, проходя- 
щих через Р. Так как группа изотропии оставляет Р на месте, 
то любая кривая, проходящая через Р, отображается в кри- 
вую, также проходящую через Р (см. рис. 5.7). Это индуци- 
рует отображение пространства касательных векторов в точке 
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Р в себя: Т Р —*■ Т Р . Эта группа отображений называется ли- 
нейной группой изотропии точки Р. (Вспомните сходное об- 
суждение присоединённого представления группы Ли в 
§ 3.17.) Многообразие 5 размерности пг называется изотроп- 
ным в точке Р, если группа изотропии Н Р совпадает с 
50 (пг)— группой вращения вокруг всевозможных осей, про- 
ходящих через Р. Если 5 изотропно во всякой своей точке, то 



Рис. 5.7. Группа изотропии точ- 
ки Р отображает Т Р в Т Р , пере- 
водя проходящие через эту точ- 
ку кривые в другие кривые, 
проходящие через ту же точку. 


оно называется изотропным. 

Космологическая модель М называется однородной кос- 
мологией, если у неё имеется слоение пространственно-подоб- 
ных гиперповерхностей, каждая 
из которых однородна; аналогич- 
но определяется изотропная кос- 
мология. Как говорилось выше, 
есть веские основания считать 
нашу Вселенную однородной по 
крайней мере в больших масшта- 
бах в наблюдаемой нами окрест- 
ности. Кроме того, мы не видим 
никаких систематических откло- 
нений в её структуре, связанных 
с выбором направления наблю- 
дения. Это говорит о том, что во- 
круг нас, в точке, где мы жи- 
вем, Вселенная изотропна. Но 
современная наука не полагает, что мы живём в каком-то 
особенно благоприятном месте во Вселенной. Это положение 
часто возводится в ранг принципа (известного под разными 
названиями: космологический принцип, принцип Коперника, 
принцип заурядности) : те свойства Вселенной, что мы наблю- 
даем вокруг нас, увидел бы, в среднем, и любой другой 
наблюдатель, расположенный в любом другом месте Вселен- 
ной. Этот принцип позволяет космологам распространить 
свойства локальной однородности и изотропности на всю Все- 
ленную — покуда, конечно, нет никаких противоречащих это- 
му фактов. Делать это, разумеется, не необходимо, и немало 
сегодняшних исследований посвящено изучению неоднород- 
ной и/или анизотропной космологии. Но три основные мо- 
дели — это единственно возможные модели, в которых трёх- 
мерные пространства являются однородными и изотропными. 
Именно это мы и собираемся теперь доказать. 


Упражнение 5.23. Как мы знаем из § 3.9, на сфере 5 2 
поля ~1х, 1 У , 1 г являются киллинговыми. Они образуют ба- 
зис алгебры Ли группы изометрий 5 2 , т. е. группы 50(3). 
Докажите, что 5 2 — однородное и изотропное много- 
образие. 
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5.20. АЛГЕБРА ЛИ МАКСИМАЛЬНОЙ СИММЕТРИИ 

Мы начнем с изучения векторных полей Киллинга на трёх- 
мерном многообразии 5. Если | — вектор Киллинга, то в лю- 
бой системе координат его компоненты удовлетворяют урав- 
нению 

(^19 = 14/. * + + і\ ,8 1к = 0. (5.87) 

Нам будет удобнее пользоваться компонентами один-формы 

д (і. ) 

Ік = ЦыѴ. (5.88) 

Они удовлетворяют эквивалентному уравнению 

Ь, і + ё/, ,• - 2ЬТ‘ц = 0, (5.89) 

где, по определению, 

Г 1 Ц =- 2 §‘ т (ёті ,1 + ёті,і —§Ц,т)- (5.90) 

(Определение Ѵ к ц, включая множитель у. общепринято и 
станет понятным после прочтения гл. 6. Для нас здесь 
(5.90) — всего лишь удобное сокращение.) 

Уравнение (5.89) симметрично относительно і и /, а сле- 
довательно, в случае п измерений в нём содержится п(п +\) /2 
независимых дифференциальных уравнений, шесть при п = 3. 
Поскольку ищутся всего три компоненты вектора то си- 
стема переопределена: у произвольного метрического тензора 
д векторов Киллинга нет. Наша цель — выяснить, каким дол- 
жен быть д, чтоб он допускал максимальное число векторов 
Киллинга. Найдём, чему равно это максимальное число. Для 
этого продифференцируем (5.89): 

!*, ік + І/, ік — 2 (5/Г^Д к , (5.91) 

прибавим к уравнению (5.91) его же с перестановкой (і-*-к, 
к-*-]) и вычтем с перестановкой (і->/, /->/>, к-+і). 
В результате придём к равенству 

Іі, Ік = Н іікѣ + Кі Ік ІП %,, т> (5.92) 

где Нц к 1 — сложного вида функция от компонент и их пер- 
вых и вторых производных, а Кі\к 1т подобным же образом 
зависит от и их первых производных. Главный смысл 
(5.92) состоит в том, что если мы знаем и |,-,у в некоторой 
точке Р и §ц заданы всюду, то из (5.92) мы можем найти 
Ь,ік в Я, а последующее дифференцирование (5.92) позво- 
ляет найти и высшие производные в этой точке. Если наше 
многообразие аналитично (что мы предположим), то этого 
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достаточно, чтобы определить векторное поле всюду. Да- 
лее, мы знаем, что значения в точке Р определяют по фор- 
муле (5.89) симметричную часть , в этой точке. Следова- 
тельно, каждое векторное поле Киллинга на 5 полностью 
определяется заданием значений 

Г |, -&.(/») и Л ; = ^, 7] (Р) (5.93) 

в одной какой-нибудь точке Р. Важно отметить, что, задав 
(тр, А;} в Р, мы вовсе не обязательно определим вектор Кил- 
линга, ведь может случиться, что у (5.92) нет решений: пра- 
вая часть может оказаться несимметричной по / и к. Но при- 
ведённые соображения показывают, что число (линейно-неза- 
висимых) векторов Киллинга не может быть больше числа 
независимых выборов {тр, А,}, которое в случае т измерений 
равно 

ш + |ш(т-1) = |т(т-1-1), (5.94) 

как следует из (5.93). Многообразие называется максимально- 
симметричным , если на нём имеется максимальное число век- 
торных полей Киллинга. 

Легко показать, что максимально-симметричное связное 
многообразие 5 однородно. В любой точке Р мы можем вы- 
брать векторное поле Киллинга 
по направлению любого касатель- 
ного вектора в Р. И однопара- 
метрические подгруппы, связан- 
ные с векторами Киллинга, могут 
отобразить точку Р в любую дру- 
гую точку (2, принадлежащую 
некоторой её окрестности ё/ (см. 
рис. 5.8). Последовательностью 
таких отображений, очевидно, 
можно перевести Р в какую угод- 
но точку 5. Итак, группа изоме- 
трий переводит Р в любую точку, 
и 5 однородно. 

Теперь займёмся группой 
изотропии точки Р. Преобразо- 
вания из этой группы оставляют Р на месте, стало быть, со- 
ответствующие векторные поля Киллинга обращаются в нуль 
в Р. Скобка Ли любых двух полей Киллинга V и Ш равна 

[V, Щ‘= Ѵ\,ХРІ — ѴР\,ѴІ, 



Рис. 58 Выбрав подходящую 
однопараметрическую подгруп- 
пу группы изометрий, можно 
отобразить Р в любую точку — 
хоть в <3, хоть в <2' — окрестно- 
сти 1 /. 


или 


[V, ѴР],= Ѵ 1 , І №і—№ 1 ,іѴ>-2„ 1 , І (Ѵ к №і — ѴУьѴ’). (5.95) 
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Если оба поля V п Ш обращаются в нуль в точке Р, то то же 
происходит и с [V, Щ. Однако [V, Ш] — линейная комбина- 
ция векторных полей Киллинга, и, чтобы обратиться в нуль, 
она должна быть линейной комбинацией полей, которые тоже 
обращаются в нуль в Р. Таким образом, эти поля образуют 
подалгебру Ли, и ясно, что это — алгебра Ли группы изотро- 
пии точки Р. Следующее упражнение показывает, что если 5 
пространственно-подобно, то группа изотропии есть 50 (т), 
т. е. что максимально-симметричное пространственно-подоб- 
ное многообразие изотропно. 

Упражнение 5.24. Выберите в точке Р координатную си- 
стему типа построенной в упр. 2.14, в которой для про- 
странственно-подобного многообразия § ч (Р) = 8,і и к 

Л (Р)= 0. 

(a) Покажите, что вблизи Р изотропное векторное поле 
Киллинга даётся формулой 

Ѵ‘ = А‘,х' + 0(х 2 ), (5.96) 

где А 1 , — произвольная антисимметричная матрица: 

А‘, = —А>,. (5.97) 

(b) Пусть ^-—другое изотропное векторное поле Кил- 
линга, 

Г‘ = В‘,х/ + О (х 2 )-, 
покажите, что 

[ ѵ, Щ ' = [ А, В] ! ,хі + О ( х 2 ) , (5.98) 

где через [А, В\‘, обозначены элементы матричного ком- 
мутатора А 1 , и В 1 ,. Отсюда видно, что алгебра Ли группы 
изотропии совпадает с алгеброй Ли группы 50 (т). 

(c) Выведите из предыдущего, что группа изотропии 
точки Р есть 50 (ш). 

(б) Покажите, что если д не является положительно- 
определённым (или отрицательно-определённым), то груп- 
па изотропии с 50 (пг) не совпадает. В частности, пока- 
жите, что группа изотропии точки Р в четырёхмерном про- 
странстве Минковского есть группа Лоренца Ь( 4). 

5.21. МЕТРИКА СФЕРИЧЕСКИ-СИММЕТРИЧНОГО 
ТРЁХМЕРНОГО ПРОСТРАНСТВА 

Теперь ограничим своё внимание пространственно-подоб- 
ными трёхмерными многообразиями. В таком случае группа 
изотропии равна 50(3) и мы говорим, что наше многообразие 
сферически-симметрично в каждой точке. В этом параграфе 
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мы построим систему координат, удобную для предстоящих 
вычислений Мы знаем, что интегральные кривые векторных 
полей Киллинга на группе 50(3) определяют сферы 5 2 По- 
скольку каждая точка принадлежит одной такой сфере, они 
расслаивают многообразие 5 Выберем сферические коорди- 
наты с обычными углами Ѳ и ср на каждой сфере и с третьей 
«радиальной» координатой, нумерующей сферы Для выбора 
этой координаты имеется один особенно удобный способ 


Р 



Рис 5 9 Окружности (парал 
лелк) на сфере нумерует ра 
диальная координата, опреде 
ленная как длина окружности 
поделенная на 2я Это двумер 
ный аналог описанной в тексте 
ситуации Сначала радиальная 
координата возрастает с удале 
ниеч от Р (например когда мы 
движемся от Л к В) а потом 
начинает убывать (например 
при движении от С к В) и об- 
ращается в нуль в точке Р' 



Рис 510 Выбор ‘поноса’ на 
каждой окружности г = сопзі 
на сфере рис 5 9 посредством 
требования, чтобы все полюсы 
лежали на одной интегральной 
кривой единичного нормального 
поля Я 


Метрика на 5 индуцирует на каждой сфере метрический тен- 
зор, последний в свою очередь определяет два форму объема 
и полную площадь (интеграл от два формы объема) Опреде- 
лим радиальную координату г, отвечающую данной сфере, ра- 
венством 

площадь сферы = 4яг 2 , г = (площадь сферы/4л)’ 2 . (5 99) 

Такая внутренним образом определенная координата не обя- 
зана монотонно возрастать всюду (см рис 5 9) Но в силу 
теоремы о приводимости метрики к локально-плоскому виду 
(упр 2 14) мы можем утверждать, что это будет хорошая 
координата по крайней мере в некоторой окрестности Р (При 
г = 0 она, конечно, сингулярна, но мы знаем, как с этим 
справиться ) 
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Помимо радиальной координаты надо поаккуратнее опре- 
делить Ѳ и ср Мы определили <р и Ѳ на каждой сфере, однако 
мы не сказали, как связаны полюсы 0 = 0 двух разных сфер 
А это значит, что при переходе от одной сферы к другой мы 
можем свободно сдвигать систему координат Зафиксируем 
полюсы следующим образом В каждой точке С} существует 
вектор п, ^нормальный к поверхности сферы (д (п, V) = 0 для 
каждого V из Т<}(3 2 )), имеющий единичную длину (д (п, п) — 
1) и направленный прочь от точки Р (такой выбор можно 
корректно произвести вблизи Р, а на все 5 распространить 
по непрерывности) Это векторное поле называется единич- 
ным нормальным полем, оно принадлежит классу С°° всюду, 
кроме Р Выберем произвольным образом полюс на некото- 
рой сфере З 2 , а затем фиксируем полюсы на всех остальных 
сферах так, чтоб они лежали на интегральной кривой поля 
п, проходящей через исходный полюс Эта процедура проил- 
люстрирована на рис 5 10 Очевидно, что при таком выборе 
любая интегральная кривая поля Я будет линией постоянства 
Ѳ и ср, иными словами, она будет координатной линией ра- 
диальной координаты Поскольку векторы д/дѲ и д/дср каса- 
тельны к сферам, из нашей конструкции следует, что 

§гѳ — 9 (д/дг, д/Щ = 0, (5 100а) 

^гф = 9 (д/дг, <5/дф) = 0. (5 1 00Ь ) 

Далее, метрика каждой из сфер совпадает с метрикой еди- 
ничной сферы, умноженной на г 2 (именно этот множитель 
дает площадь, равную 4 пг 2 , см (5 99)) 

ёю = г 2 , ^ Ѳф = 0, § фф = г 2 5іп 2 Ѳ. (5.100с) 

Итак, у метрического тензора осталась лишь одна неизвест- 
ная компонента, § гг 

Упражнение 5.25. (а) Определим радиальное расстояние 
от точки Р до сферы с координатой г как интеграл 

Г 

$(ё!гг) 1/2 с1г (5.101) 

о 

вдоль линии Ѳ = сопзі, ф = сопзі Докажите, что компо- 
нента §,г должна быть независимой от Ѳ и ф 

(Ь) Покажите с помощью упр 2.14, что при прибли- 
жении к Р 

Ііт ц гг = 1. 

г-» О 


(5.102) 
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Как видно из упр. 5.25 (а), § гг = [(г), и мы получаем 
метрику 

/Нг) 0 0ч 

(д) = о г 2 о . (5.ЮЗ) 

V о 0 г 2 зіп 2 ѳу 

Чтобы получить этот ответ, мы использовали лишь группу 
изотропии Р, и нет оснований полагать, что с её помощью мы 
сможем найти и /(г). Для этого нам понадобятся остальные 
изометрии 5. 

5.22. ПОСТРОЕНИЕ ШЕСТИ ВЕКТОРОВ КИЛЛИНГА 

Есть несколько способов определить вид функции [(г), 
гарантирующий однородность 5. Предлагаемый же нами ме- 
тод заключается в построении всех векторных полей Киллин- 
га на 5 с использованием векторных сферических гармоник, 
введённых в § 4.29. 

Любое векторное поле V на 5 можно записать в виде 

V = І, :» У ш 4? + л,„ « УІ + с,„ (г) у; т , (5,104) 

как здесь, так и в дальнейшем в каждом члене, где индексы 
I и т повторяются, подразумевается суммирование по ним. 
Разложим эту формулу по компонентам. Из (4.101) легко 
получаем 



(5.105а) 

<7ш) = ДЙПГ ^‘т, ф» (Уіт) = ІЙГѲ У 1т, Ѳ‘ 

(5.105Ь) 

Отсюда следует, что 


Ѵ Г = ЪтУ 1т> 

(5.106а) 

Е = ЦітУ Іт, Ѳ “Ь ѢітУ Іт. ф/^ІП Ѳ, 

(5.106Ь) 

= ЧітУ Іт, <р/Дп 2 Ѳ — Ъі т Ѵ ш , ѳ/зІП Ѳ. 

(5.106с) 


Эти компоненты должны удовлетворять уравнению Киллинга 
Ки = Ѵ*8 і іш * + V* /**/ + Ѵ\ф к = 0 (5. 1 07) 

с §ц, определённым формулой (5.103). 

В три уравнения {Кѳѳ — 0, /Сѳ Ф = 0, /С ФФ = 0} производ- 
ные от Іі т , т і/т и 1, іт не входят, ими мы и займёмся сначала, 
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Рассмотрим комбинацию (индексы подняты тензором (5.103)) 

0 = /С Ѳ Ѳ + К\ = ± Ъ 1т Ѵ 1т + 2т ]1т Ь 2 (У 1т ), 

где оператор 7, 2 определён равенством (3.33). Используя 
(3.33), получаем 

Г ( 2 /г) Ѣіт — 1(1 1)ті(т] У Іт = 0. 

В силу линейной независимости сферических гармоник отсюда 
следует, что 

2 . 

уііт - /(/+ 1)%т=0. (5.108) 


Теперь рассмотрим комбинации 

0 = ~2 (к ѳ - К\) = Р ітУ\іт + Оітііпѵ (5.109а) 

0 = — г 2 зіп Ѳ ~ — бітЧіт + Рітѣіт> (5.109Ь) 


где через Рш и С іт обозначены следующие выражения: 
^ Іт Т Іт, 00 ОУ і ГПі ^ У і т , ф ф / $ІП 2 Ѳ, 

0 /т = 2У /т> Ѳф /зіп Ѳ — 2 СІ§ ѲК ;т , ф /зіп Ѳ. 


Система (5.109) имеет лишь тривиальное решение Ѣіт = ці т 
— 0 при отличном от нуля детерминанте. Последний равен 
(Ріт ) 2 + {Сіт) 2 и, значит, обращается в нуль, только если и 
Ріт и — нули. Нетрудно убедиться, что это может быть 
лишь при / = 0, 1 (т любое). Но, как видно из (5.106), при 
/ = 0 ни г) , ни 2; ненулевого вклада не дают (опять теорема 
о неподвижной точке для 5 2 !), и в итоге мы получаем 


1=1: Літ. ?І т ПРОИЗВОЛЬНЫ, 
1 > 2 '- Л/т, С/т = 0 . 


(5.110) 


В силу (5.108) имеем 
1 — 0: іоо = 0, 

1 = Ь 1\т = Щ {т , (5.111) 

1> 2: І/* = 0. 


Теперь займёмся тремя другими уравнениями в (5.107). 
Первое даёт скаляр относительно вращений: 

0 — Кгг = (2 /Ецт, г + 1,гЪт) У Іт' 


следовательно, 


II Іт, Г + ^ І,Літ = 0. 


(5.112) 
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Два оставшихся уравнения Кгв = Кп$ = 0 относительно вра- 
щений образуют вектор. Дивергенция этого вектора (относи- 
тельно объёма на 5 2 ) равна 

О =(зіп Ѳ/С г Ѳ Хѳ + (зіп Ѳ^Лф = 

=== (^І 2 /п,гН ~ 5ІпѲІ 2 (Г /т ), 
откуда следует, что (при I > 0) 

Щп,г + ^!Ьт = 0- (5.113) 

Наконец, для получения последнего уравнения можно взять 
дивергенцию от дуальной к вектору на 5 2 величины: 

0 = Кгв, <р — Кг*, ѳ = г%і т , г зіп Ы 2 (У {т ), 
и очевидно, что 

І1т,г = 0. (5.114) 

Итак, мы приходим к выводу, что весь вклад от У[ т опре- 
деляется тремя произвольными постоянными {Епт, т — — 1, 
0 ,1}. Решение оставшихся трёх уравнений (относительно не- 
известных |і т, Ціт и [) можно выразить через произвольные 
постоянные К и Ѵ т '. 

/ = (1 -Кг 2 )-'. (5.115) 

Ьш*=ѵ т (і -Кг 2 ) 112 , (5.116) 

Піт = 7 ^ т (1 — Кг 2 ) 1 ' 2 . (5.117) 

Упражнение 5.26. Проверьте формулы (5.105), (5.108), 
(5.109), (5.112) — (5.117). 

Упражнение 5.27. Покажите, что векторы Киллинга с 
Ѵ т = 0 — это как раз векторы, отвечающие группе изо- 
тропии начала координат (г = 0). 

Упражнение 5.28. Покажите, что сингулярность г\\ т при 
г-»- 0 — чисто координатный эффект: векторное поле кор- 
ректно определено в этой точке. 

Упражнение 5.29. Положите К = 0 в (5.115 — 117) и пока- 
жите, что в этом случае 5 совпадает с Я 3 (эвклидовым про- 
странством). Найдите постоянные Ѵ т , определяющие век- 
торы Киллинга {д/дх, д/ду, д/дг), при условии что де- 
картовы координаты получены из наших полярных обыч- 
ным образом. 
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5.23. ОТКРЫТАЯ, 

ЗАМКНУТАЯ И ПЛОСКАЯ ВСЕЛЕННЫЕ 


Теперь мы располагаем полным описанием геометрии 
однородных и изотропных пространств космологических мо- 
делей: они имеют метрический тензор вида 


/(1 — Кг 2 )~ 1 0 0 \ 

($</) = [ 0 г 2 0 О 

V 0 0 г 2 зіп 2 Ѳ/ 


(5.118) 


Остаётся лишь понять, как эта геометрия выглядит, и помо- 
жет в этом нам следующая замена координат. 

Упражнение 5.30. Найдите преобразование координат от 
г к х, приводящее метрический тензор к виду 
при К > 0: 

/ 1 0 Ох 

іёц) = ТП 0 зіп2х 0 ’ (5.119а) 

\0 0 $іп 2 Х5Іп 2 Ѳ/ 

при К < 0: 

/ 1 0 Ох 

($</) = -рЫ 0 зЬ 2 % 0 . (5.1 19Ь) 

\0 0 зЬ 2 Х5Ь 2 Ѳ/ 

Теперь видно, что геометрия фактически зависит лишь от 
знака К . Абсолютная величина К служит просто всеобщим 
масштабным множителем. 

В случае К > 0 площадь сферы с координатой % равна 4л 
X зіп 2 %/К- При увеличении хотх = 0дох = я она сначала 
возрастает, достигая максимума при % — л/2, а потом убы- 
вает до нуля в точке % = я, что напоминает нам ситуацию на 
сфере 5 2 (рис. 5.9). И действительно, фактически мы имеем 
дело с метрикой сферы 5 3 радиуса К~ х/2 - Поскольку это про- 
странство конечно, такая Вселенная называется замкнутой. 

Упражнение 5.31. Найдите в Е 4 преобразование, перево- 
дящее декартовы координаты {х 1 } — {пи, х, у, г} в сфери- 
ческие координаты {х 1 '} — {г, %, Ѳ, <р}, в которых метрика 
Ці! — 8;/, ограниченная на сферу 5 3 : ь и 2 х 2 у 2 г 2 = 
= А -1 , будет иметь компоненты (5.119а). 


Случай К — 0 был разобран в упр. 5.29. Это — плоская Все- 
ленная. 

Случай /( < 0 — это открытая Вселенная, и его труднее 
всего представить. Площадь поверхности сферы с радиаль- 
ной координатой х равна 4лз1і 2 х/|/С| и растёт с ростом К 
всё быстрее и быстрее. Эта Вселенная неограниченна. 
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5 ФИЗИЧЕСКИЕ ПРИЛОЖЕНИЯ 


Упражнение 5.32. (а) Рассмотрев соотношение между пло- 
щадью сфер х = сопзі и расстоянием от сферы до начала 
координат % = 0 (см. (5.101)), докажите, что метрика 
(5.11 9Ь ) не является ограничением эвклидовой метрики на 
подмногообразие в Е п ни для какого п и ни для какого 
подмногообразия в Е п . 

(Ь) Найдите подмногообразие в пространстве Минков- 
ского, имеющее метрику (5. 1 1 9Ь) . 

В случае когда для уравнений Эйнштейна выбраны одно- 
родные и изотропные начальные данные (речь идёт не об 
одной геометрии, а ещё и о переменных, описывающих мате- 
рию), последующее развитие Вселенной эту симметрию со- 
храняет. Следовательно, единственная геометрическая харак- 
теристика, которая может меняться со временем, — это мас- 
штабный множитель К: со временем Вселенная становится 
«больше» или «меньше». Однако следует проявить осторож- 
ность и не делать зависящих от координат утверждений. 
В замкнутой Вселенной, имеющей конечный полный объём 
изменение К вызывает изменение полного объёма. Но плоская 
и открытая Вселенные бесконечны, и говорить об их полном 
объёме не имеет смысла. Тем не менее общая теория отно- 
сительности позволяет смотреть на систему координат, в ко- 
торой записаны формулы (5.119), как на «сопровождающую»: 
в любой малой области Вселенной локальная система покоя 
галактик не меняет своих координат {%, Ѳ, ср} при изменении 
времени. Отсюда следует, что изменения К приводят к изме- 
нению расстояния между галактиками, а это как раз то, что 
имеют в виду, говоря о расширяющейся Вселенной. В «стан- 
дартных моделях», предполагающих однородность, изотроп- 
ность и ряд других свойств, все три типа Вселенной начинают 
своё существование с нулевого «объёма» (К = оо) — с «боль- 
шого взрыва» — и затем расширяются. Замкнутая Вселенная 
расширяется до некоторого максимума, а потом опять сжи- 
мается, скорость расширения плоской Вселенной асимптоти- 
чески стремится к нулю, а открытая Вселенная расширяется 
со скоростью, имеющей ненулевой асимптотический предел. 
Все эти свойства следуют из уравнений Эйнштейна. Однако 
для понимания этих уравнений необходимо ввести на много- 
образии еще одну дополнительную структуру — аффинную 
связность. Она составляет предмет гл. 6. 

5.24. БИБЛИОГРАФИЯ 

Краткое и прекрасно написанное введение в термодинамику — книга 
Э Феоми, «Термодинамика» (Харьков: Изд-во Харьк. ун-та, 1973). Тео- 
рема Каратеодори обсуждается в книге 5. СЬапйгазекНаг, Ап Іпігойис- 
Іюп Іо (Не Зіисіѵ о! Зіеііаг 51гис(иге (Иоуег, Ие\ѵ Ѵогк, 1958), а на более 
современном уровне — в книге К Негшапп, ОШегепІіаІ Оеошеігу аші 
ІЬе Саісиіиз о( Ѵагіаііопз (АсасЗетіс Ргезз, Ие'У Тогк, 1968). 
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Наше обсуждение гамильтоновой механики близко по духу к изложе- 
нию, данному в К. АЬгаЬат & Л. Е. Магзбеп, Роипсіаііопз оі МесЬапісз, 
2пб еб. (Вепіатіп/Ситтіп^з, Реабіпд;, Мазз., 1978). Познакомиться с 
теми же понятиями, но без всякой геометрии можно по книгам Голд- 
стейн Г. Классическая механика (М.: Наука, 1975) или Ландау Л. Д., 
Лифшиц Е. М. Теоретическая физика, т. 1. Механика (М.: Наука, 1975). 
Привлекая канонические сохраняющиеся величины,» проще понять некото- 
рые явления неустойчивости в жидкостях, см. Л. I.. Ргіебтап & 

B. Р. ЗсЬиП, АзігорЬуз. Л. 221, 937—957 (1978); 222, 281—296 (1978), Ряд 
полезных статей по гамильтоновой механике с геометрической точки зрения 
можно найти в сборнике Торісз іп Мопііпеаг Оупатісз — А ТгіЬиІе Іо Зіг 
Еб\ѵагб Виііагб, еб. 5. Лота, Атеп'сап Іпзіііиіе о? РЬузісз, 1978; А. I. Р. 
Сопіегепсе Ргосеебіп§ по. 46. Интересный пример использования дифферен- 
циальных форм для вывода необходимых и достаточных условий того, что 
система динамических уравнений имеет гамильтонову (т. е. симплектиче- 
скую) структуру, приведён в книге Р. М. БапііПі, Роипбаііопз оі ТЬеогеіі- 
еаі МесЬапісз. I — ТЬе Іпѵегзе РгоЫет іп Ие^іопіап МесЬапісз (Зргіп^ег, 
Вегііп, 1978). 

Введение в теорию электромагнетизма, включающее релятивистскую 
формулировку теории, дано в книге Д. Джексона «Классическая электро- 
динамика» (М.: Мир, 1965). Продолжение и развитие нашего изложения 
можно найти в книге Ч. Мизнера, К. Торна, Дж. Уилера «Гравитация» 
(М.: Мир, 1977). Развёрнутое изложение теории релятивистских волновых 
уравнений см. в книге Р. О. Ргібіапбег, ТЬе ѴѴаѵе Ериаііопз оп а Сигѵесі 
Брасе Тіте (СатЪгібде Ііпіѵегзііу Ргезз, 1976). Уилеров «заряд без за- 
ряда» обсуждается в статьях, воспроизведённых в сборнике Л А. \УЬее1ег, 
Оеотеігобупатісз (Асабетіс Ргезз, Пе\ѵ Уогк, 1962). Неориентируемая 
модель заряда, принадлежащая Соркииу, описана в статье К. Богкіп, Л. 
РЬуз. А 12, 403-421 (1979). 

Введение в гидродинамику, включающее теорему Гельмгольца, дано 
в книгах: Ландау Л. Д„ Лифшиц Е. М. Теоретическая физика, Механика 
сплошных сред (М : Гостехиздат, 1954); Ламб Г. Гидродинамика (М.: 
Гостехиздат, 1947). То, что мы назвали теоремой Эртеля, на самом деле 
есть лишь частный случай результата, полученного X. Эртелем (Н Егіеі, 
МеіеогоІодрзЬе ХеіізсЬгіЕІ 59, 277 (1942)). Мы вкратце касались свойств 
многообразия, называемого «галилеевым пространством-временем», на ко- 
тором разыгрывается нерелятивистская физика. Исследование его струк- 
туры требует привлечения понятия аффинной связности, разбираемого в 
следующей главе; см. указанную выше книгу Мизнера, Торна и Уилера, где 
содержится весьма прозрачное обсуждение вопроса, или книгу К- Негтапп. 
Торісз іп Оепегаі Реіаііѵііу (МаіЬ-Бсі Ргезз, Вгоокііп, Мазз., 1973), где 
дано более техническое изложение. Использование производных Ли в меха- 
нике сплошных сред особенно плодотворно в теории упругости. Действи- 
тельно, сформулировать обще-релятивистскую теорию упругости без помо- 
щи такого аппарата чрезвычайно трудно. См. В. Сагіег & Н. С)шпіапа, 
Ргос. Роу. Бос. Ропбоп, А331, 57 (1972) или В. Сагіег, Ргос. Роу. Бос. Боп- 
боп, А, іо Ье риЫізЬеб. 

Космология рассматривается в большинстве учебников по общей тео- 
рии относительности. В нашем изложении использованы элементы из книги 

C. Вейнберга «Гравитация и космология» (М.: Мир, 1975) и всё той же 
книги Мизнера и др. Более простое введение см. у М. Веггу, Ргіпсіріез 
оі Созтоіо^у апб Огаѵііаііоп (СатЬгібде Ііпіѵегзііу Ргезз, 1977) С астро- 
физической и экспериментально-наблюдательной точек зрения космология 
обсуждается в указанной книге Вейнберга и в книге Р. Л. Е. РееЫез, РЬу- 
зісаі Созтоіодіу (Ргіпсеіоп Ііпіѵегзііу Ргезз, 1971) [имеется перевод: 
Пиблс П. Физическая космология. — М.: Мир, 1975]. Однородные, но не 
обязательно изотропные космологии исследуются с помощью методов тео- 
рии групп в книге М. Р. Руап & Ь. С. БЬерІеу, Ното^епеоиз Кеіаііѵізііс 
Созтоіодпез (Ргіпсеіоп Ііпіѵегзііу Ргезз, 1975). 



6. СВЯЗНОСТИ НА РИМАНОВЫХ МНОГООБРАЗИЯХ 
И КАЛИБРОВОЧНЫЕ ТЕОРИИ 


6.1. ВВЕДЕНИЕ 


Предмет этой главы лежит несколько в стороне от основной 
темы книги — - изучения дифференциальных структур на мно- 
гообразиях. Аффинная связность — это дополнительная струк- 
тура, придающая многообразию кривизну и форму; она не 
возникает естественно из дифференциальной структуры, она 
даже не является тензором. Поэтому настоящая глава играет 
роль дополнения. Однако без этой важной и злободневной 
темы никакое изучение дифференциальной геометрии не будет 
полным для физика. Особенно в физике элементарных частиц, 
в калибровочных теориях, связности приобретают всё боль- 
шую популярность. В основном мы будем обсуждать аффин- 
ные связности (на римановых многообразиях) и лишь под 
занавес отведём небольшой параграф вводного характера ка- 
либровочным связностям. 

В предыдущих главах нам уже приходилось вводить до- 
полнительные структуры на многообразиях; мы делали это, 
выделяя некоторое тензорное поле среди других, с тем чтобы 
оно служило нам в качестве метрики или элемента объёма. 
Задание элемента объёма совсем недалеко выводит за рамки 
дифференциальной структуры многообразия. Метрика же, как 
мы увидим в дальнейшем, порождает много дополнительных 
структур и помимо аффинной связности. Правда, в описан- 
ных ранее приложениях можно было просто не обращать вни- 
мания на всё это и использовать метрику лишь в её роли 


отображения тензоров типа 



и тензоры типа 


( 


іѴ — 14 

м+ 1 )' 


Аффинная связность не укладывается в рамки уже построен- 
ных структур. С точки зрения дифференциальной геометрии 
это совершенно новая структура на многообразии, дающая 
богатые новые возможности для физических приложений. 


6.2. ПАРАЛЛЕЛЬНОСТЬ 
НА ИСКРИВЛЕННЫХ ПОВЕРХНОСТЯХ 

Как мы уже неоднократно подчёркивали, на дифференци- 
руемых многообразиях нет само собой разумеющегося поня- 
тия параллельности векторов в разных точках. Аффинная 
связность — это правило, посредством которого вводится по- 
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нятие параллельности. Чтобы представить, какого сорта пра- 
вила вообще возможны, рассмотрим понятйе параллельности 
на обычной двумерной поверхности, скажем на сфере. На 
рис. 6.1 вектор V — это касательный вектор к большому 
кругу АВС в северном полюсе, обозначенном А. Представим, 
что мы «переносим» V вдоль АВС к южному полюсу С. Для 
того чтоб вектор продолжал «лежать па сфере», он должен 
всё время оставаться в касательной плоскости к сфере, и, 
если по дороге мы не будем его поворачивать, он будет про- 
сто оставаться касательным к кривой АВС. В точку С он 



Рис. 6.1. Параллельный перенос Рис. 6.2. Другой путь параллель- 

вектора V по большому кругу ного переноса, приводящий к 

на сфере. другому результату. 

придёт вектором V , направленным с точки зрения нашего 
трёхмерного мира точно противоположно вектору V. Должны 
ли мы считать^ что хотя бы с точки зрения геометрии сферы 
векторы V и V' параллельны? Прежде чем сделать оконча- 
тельный вывод, представим, что мы переносим V из точки А 
в точку С по пути АИС, изображенному на рис. 6.2, где 
АйС — другой большой круг, пересекающий АВС в обоих по- 
люсах под прямым углом. Поскольку в начале пути V пер- 
пендикулярен ЛПС, то естественно считать, что мы движем 
его, не поворачивая, если он всё время будет оставаться пер- 
пендикулярным к АИС и касательным к сфере. Таким обра- 
зом в точке С мы получим вектор V", который _для нас, трёх- 
мерных, и в самом деле параллелен вектору V. Но векторы 
V" и Г в точке С направлены прямо противоположно! Кото- 
рый из них параллелен V? Ясно, что если мы будем рассма- 
тривать свойства сферы как таковой, ни один вектор не за- 
служивает быть названным параллельным V. Понятия парал- 
лельности как таковой просто нет. Всё, что можно сделать, 
и как раз это мы и делали, — это определить понятие парал- 
лельного переноса, понятие движения вектора вдоль кривой 
без изменения его направления. Аффинная связность есть 
правило параллельного переноса. 
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6 СВЯЗНОСТИ И КАЛИБРОВОЧНЫЕ ТЕОРИИ 


6 . 3 . КОВАРИАНТНАЯ ПРОИЗВОДНАЯ 

Будем пока смотреть на аффинную связность как на чисто 
абстрактное понятие; более конкретный облик она приобре- 
тёт в следующем пункте, когда мы перейдём к компонентам. 
Итак, предположим, что мы имеем кривую ЯН и связность, г. е. 
правило параллельного переноса. Обозначим через II — сІ/сіХ 
касательный ректор к Я?. Зафиксируем в точке Р произволь- 
ный вектор V из Т Р . Тогда связность позволяет нам задать 



Рис 6 3. Аффинная связность позволяет определить Ѵ(С?) в любой точке 
О кривой ^ как результат параллельного переноса вектора V из точки Р. 

векторное поле V вдоль кривой Я?, полученное параллельным 
переносом_К (см. рис. 6.3). Поскольку мы можем теперь ска- 
зать, что V не меняется вдоль Я?, мы можем определить про- 
изводную, в смысле которой изменение V равно нулю. Она 



Рис. 6 4 Векторное поле на ’Э’ не есть результат параллельного пере- 
носа. Сравнение с векторным полем, которое ^таковым является, позволяет 
определить ковариантную производную поля \Ѵ. 

называется ковариантной производной по направлению О и 
обозначается через Ѵ^; итак, 

4 Ѵт 7 К = 0 <=Ф-И есть результат параллельного 

переноса вдоль ЯП. (6.1) 

Если П? — произвольное векторное поле, заданное всюду на 
ЯН, то мы можем определить его ковариантную производную 
вдоль ЯН почти так же, как мы определяли производную Ли 
(см. рис. 6.4). Чтобы определить Ѵ 77 ІЕ в точке Р, удобно все 
векторы представить как функции от Я. Пусть точке Р отве- 
чает значение Я 0 . Определим поле Н7а, с+е (Я) как результат 
параллельного переноса (Ѵу 1 ^* = 0 ) вектора Ш из точки 

Я 0 + е, так что вектор ІТІ 0+Е (Яо) получается параллельным 
переносом вектора Й7(Я 0 -Ье) назад в точку Я 0 . Теперь, когда 
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сравниваемые векторы лежат в одном пространстве 7Ѵ, мы 
можем записать определение производной: 


( Ѵі7 Г) р = 1іт 


< +8 (М~ 

е 


( 6 . 2 ) 


Хотя эта процедура напоминает ту, которую мы использовали 
при определении производной Ли, важно уяснить имеющуюся 
принципиальную разницу между ними: чтобы перенести на- 
зад вектор при вычислении производной Ли, нужна полная 
конгруэнция, т. е. б/ и ѴѴ должны быть' определены в целой 
окрестности кривой ‘«Р; для параллельного переноса нам 
нужны лишь кривая векторные поля V и ѴР на этой кривой 
и, конечно, связность на этой кривой. 

Как легко вывести из (6.2), Ѵу — дифференциальный опе- 
ратор: 

Ѵу т = /Ѵу# + ГѴу/ = /Ѵу г + Г (6.3а) 

(определение ковариантной производной для скаляров оче- 
видно). Правило Лейбница позволяет распространить опре- 
деление ковариантной производной на тензоры произвольного 
типа: 

Ф Ѵу (А ® В) = (ѴуІ) <8 В + А ® (ѴуВ), (б.ЗЬ) 

4 Ѵу(й, Л) = ^Ѵуй, Л^ + ^й, ѴуЛ). (6.3с) 

Равенства (6.3) гарантируют согласованность связности с 
дифференциальной структурой. 

Представим, что мы ввели новый параметр на кривой, 
перейдя от параметра X к_параметру р. Тогда новым каса- 
тельным вектором будет §0, где д = сМ/бр. Из (6.2) видно, 
что коваригчтная производная тоже умножится на д, по- 
скольку е заменится на бр = есір/сіЛ,, а 1Кц 0+ бц(Ро) совпадает 
с й^ п+е (Я 0 ). (Это, строго говоря, входит в определение связ- 
ности: понятие параллельного переноса вдоль кривой не 
должно зависеть от выбора параметризации.) Отсюда можно 
заключить, что для любой функции § 

Ѵ^=§ѴуГ. (6.4а) 

Ещё одно условие, которому должна удовлетворять аффинная 
связность, — это свойство аддитивности ковариантных произ- 
водных по разным направлениям: 

( ѵ йЮг + ( ѵ гЮг = ( Ѵ а+Ѵ^)р- 


(6.4Ь) 
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Оно делает ковариантную V похожей на обычную V эвклидова 
векторного исчисления. Соотношения (6.4а, Ь) в совокупности 
показывают, что для любых векторных полей О, V, № и функ- 
ций I § 

♦ Ѵ^ +йТ г# = /Ѵ 77 Г + ^ѵ г Г. (6.4с) 

Упражнение 6.1. Покажите, что из (6.4с) и того, что Ѵ-р\Ѵ 

есть вектор, следует, что У№ есть тензор типа ( } зна- 
чение которого на аргументах О к & равно 

ѴГ (й; й) = (6>, (6.5) 

Этот тензор называется градиентом поля №. 

Тот факт, что ѴІЕ есть тензорное поле, означает, что мы 
можем совсем убрать кривую из определения ковариантной 
производной. Тензор \№ определяется только связностью и 
самим полем №. Есть искушение пойти дальше и сказать, что 

V сама по себе есть тензорное поле типа ( ^ - представляю- 
щее связйость, но это будет ошибкой. Хотя и можно считать, 
что V представляет_связность, тензорным полем она не яв- 
ляется, так как V ([№)=& (У № (см. (6.3а)). Вот что не позво- 
ляет смотреть на связность как на тензорное поле. 

6.4. КОМПОНЕНТЫ: 

КОВАРИАНТНЫЕ ПРОИЗВОДНЫЕ БАЗИСА 

Поскольку каждый тензор можно представить в виде ли- 
нейной комбинации базисных тензоров, а эти последние в 
свою очередь можно получить из векторного базиса {ёі}, то 
связность полностью описывается градиентами базисных век- 
торов. Итак, положим 

♦ Ѵ/ = Г Ѵ*- (6-6) 

Функции Г*/,- называются символами Кристоффеля. При фик- 
сированных (і, /) Г к ц есть к - я компонента векторного поля 
Ѵё ( .ё/. Обратите внимание на порядок индексов у Г: связан- 
ный с производной индекс идёт последним. Часто мы будем 
пользоваться сокращением 

Ѵ^ = Ѵ,. (6.7) 

На п-мерном многообразии п 3 функций Г*/,- полностью опре- 
деляют аффинную связность, и часто это самый удобный спо- 
соб её описания, Отметим, что Г к ц тензора не образуют: при 
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преобразованиях базиса индексы к и і ведут себя как тензор- 
ные (в силу (6.5)), а / нет (в силу (6.3а)). 

Упражнение 6.2. Покажите, что 

Г V = Л*'*ЛѴЛѴГ‘л + Л^ЛѴ(ѴгЛѴ), 

где под Ѵ;ЛѴ подразумеваются сіЛ*/'/<1Я/, а ё,- = б/бЯ , { и 
А к і> рассматриваются как функции на интегральных 
кривых полей ёі. 

Упражнение 6.3. Покажите с помощью упр. 6.1, что 
(Г V* ® со*} 

есть набор п тензоров типа ( | ) • (Здесь {«'} — базис- 
ные один-формы, дуальные к {ё,}.) 

Упражнение 6.4. На единичной сфере обычные сферические 
координаты Ѳ и ф задают базис {ёѳ = д/дѲ, ё ф = д/дф}. 
Развивая соображения, высказанные в § 6.2, докажите, 
что 

Г Ѳ ФФ = — зіпѲсозѲ, Г ф Ѳф = Г ф ѵѲ = с!§Ѳ, 

а остальные Г равны нулю. (ЫВ Это непростая задача. 
Вы должны максимально использовать симметрию сферы 
и догадаться (это совсем не тривиально!), как ведут себя 
векторы при параллельном переносе.) 

Упражнение 6.5. Выведите из (6.6) и (6.3с), что 

+ ѴІ& 1 = - Т ! кі ы к . (6.8) 

Теперь, когда у нас есть производные базисных векторов, 
мы можем найти производные любых тензоров. Например, 
если V = б/бЯ, то 

Ч Ѵ Ѵ - (Ѵ'ё,) = V (V, у) -е, + ѵ'ѵ'ѵ.е,. 

В первом члене V — просто функция и Н'Ѵ, ( V’) = б И'/ 6Х. 
Поэтому 

Ѵ_т7 — Аѵ .і- в 4 -ІІ і Ѵ і Т к ё. 

= (пГГ + ТІ ыѴ к Ѵ 1 ) ё,- 

Чтоб получить окончательное выражение, нам пришлось пе- 
реобозначить индексы суммирования в последнем члене. По- 
скольку ѴР — тензор, можно найти его компоненты: 

(ѵр) / * = ѵ*(Р / ) + г' кі ѵ к . 
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Несколько слов относительно члена Ѵ< (Ѵ>). Если ё, есть век- 
тор б/бр, то Ѵі{Ѵ>) = &Ѵ ! /& р, где Ѵ > — просто функции, за- 
данные на кривой с параметром р. Если ё, — координатные 
базисные векторы, то ё, = д/дх 1 , и мы получаем 

Ѵ Ь Е ; =-^7 V 1 = Ѵ',і, 

дх 

здесь использовано «правило запятой», введённое для диффе- 
ренциальных форм. Обычно правило запятой используется и 
тогда, когда ё, не являются координатными базисными век- 
торами: 

У ё ! = ё, [Л = / , (6.9) 

для любой функции (. В случае когда ё, — координатные ба- 
зисные векторы, V, совпадает с обычной частной производной, 
когда нет, это просто производная по направлению ё,. Итак, 
мы можем записать 

♦ (ѴЙ)', = И / , 1 + Г'*, У*- К'.,; (6.10) 

мы ввели обозначение «точка с запятой» для ковариантной 
производной. Хотя ни V 1 ,, ни Г >кіѴ к не преобразуются как 
тензоры, их сумма есть тензор. 

Упражнение 6.6. Покажите, что если й> — один-форма, то 
(Ѵб), у = (0,,; = С0 ( , (6.11) 

Упражнение 6.7. Покажите, что если Т — тензор типа 

о.™ 

Т‘ ' 1 к I. т — Т 1 " I к ... I, т~\~ Г ‘ птТ ‘ к . . I + • • • 

I т л/ Г Р^ ^ тлП • I грі •• / 

+ 1 пт * к I А кт 1 п...І ••• 1 Іт * к . п* 

16 1 21 

6.5. КРУЧЕНИЕ 

Величины [П, V ] и УуѴ — УуѴ обе представляют собой 
векторные поля и обе антисимметричны по V и V. Связность 
называется симметричной , если они равны: 

ф ѴцѴ — ѴуО = [С, V] <=> связность симметрична. (6.13) 

Название «симметричная» объясняется свойством, доказы- 
ваемым в следующем упражнении. 
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Упражнение 6.8. Покажите, что в координатном базисе из 
(6.13) следует, что связность симметрична тогда и только 
тогда, когда 

♦ Г* г7 = ГѴ (6.14) 


Для несимметричной связности определим кручение Т к іі 
формулой 


V/ “ Ѵ‘ ■“[**■ 


ё,] = Г 




(6.15) 


Упражнение 6.9. Покажите, что {Т к ,і} образуют тензор 
типа ( 2 ) ! мы будем называть его тензором кручения и 
обозначать через Т: 

у ѵ Ѵ-Ѵ ѵ й- [О, Ѵ] = Т( ; й, V). 

Пустое место в скобках оставлено для аргумента — один- 
формы. 

Упражнение 6.10. Пусть на многообразии заданы две связ- 
ности с символами Кристоффеля Г к ц и Т' к ц соответствен- 
но. Покажите, что 

г\к т -\к у*гк 

ѵ а = 1 а — 1 ц 

являются компонентами тензора типа ( 2 ) • Покажите, что 

этот тензор О симметричен по своим векторным аргумен- 
там тогда и только тогда, когда тензоры кручения обеих 
связностей совпадают. 


Упражнения 6.9 и 6.10 показывают, что мы всегда можем 
определить симметричную часть Ѵ($> любой связности V. за- 
дав её символы Кристоффеля формулой 



Хотя кручение в принципе тоже полезная часть связности, 
но в конструировании математических моделей физических 
законов оно не так популярно, как симметричная часть. На- 
чиная с этого места мы будем иметь дело только с симметрич- 
ными связностями, за исключением тех случаев, когда явно 
оговорено противное. Одна из причин для такого решения 
станет ясна из упр. 6.18. Заметим, что из определения (6.13) 
непосредственно вытекает следующее свойство. 

Упражнение 6.11. Пусть на многообразии задана симмет- 
ричная связность. Покажите, что в любом выражении 
для компонент производной Ли любого тензора все запя- 
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тые можно заменить на точки с запятой. Например, 

(сбу Й). = ©«, іѴ + ©У^', і = ©У; іѴ 1 + ©у^'; і. 

(Естественно, при этом надо заменять все запятые, а не 
только некоторые.) 


6.6. ГЕОДЕЗИЧЕСКИЕ 

Геодезическая — это такая кривая, собственный касатель- 
ный вектор которой переносится вдоль неё параллельно. 
Уравнение геодезической: 

+ Ѵу^ = 0. (6.16а) 


Если А, — параметр кривойш задана система координат {х‘}, 
то оно принимает вид 


<Ш 1 

сія 


+ Гу/'і/* = 0, 


(6.16Ѣ) 


или 

♦ 


<Рх 1 | ру йхі Ах к 
сІЯ 2 + 1 > к сіЯ сЗЯ 


(6.16с) 


Последнее уравнение — это квазилинейная система дифферен- 
циальных уравнений относительно функций х г (Я), задающих 
геодезическую кривую. 

Упражнение 6.12. Напомним, что наше определение кри- 
вой включает в себя задание параметра. Покажите, что 
если (6.16с) верно для параметра Я, то при замене его на 

І х = а), + Ь, (6.17) 

где а и Ь — постоянные, мы тоже получим решение (6.16с). 
По этой причине параметр геодезической кривой назы- 
вается аффинным параметром. 

Заметим, что в уравнение геодезической входит лишь сим- 
метричная часть связности. Это позволяет представить эф- 
фект кручения геометрически. Возьмём геодезическую с ка- 
сательным вектором О, проходящую через точку Р. В Т Р вы- 
берем какое-нибудь (л— 1) -мерное подпространство Р Р (раз- 
мерность многообразия л), состоящее из линейно-независи- 
мых от О векторов. Зафиксируем вектор | из Р Р и проведём 
через Р геодезическую, касательную к %. Используя симме^ 
тричную часть связности, перенесём О параллельно вдоль % 
на малое расстояние (в смысле аффинного параметра) е. 
Через эту новую точку проведём новую геодезическую, каса- 
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тельную к О в этой точке (т. е. к О' на рис. 6.5). Эта геоде- 
зическая будет почти что параллельна исходной. Таким спо- 
собом мы можем провести геодезические, «параллельные» С/, 
через каждую точку из окрестности Р. Мы можем переносить 
«связующий» вектор | вдоль этой конгруэнции геодезических 
двумя разными способами: либо с помощью параллельного 



Рис. 6.5. Две параллельные геодезические О и О' и вектор І который со- 
единяет их в плоскости Р Р и параллельно переносится вдоль 11. Когда есть 
кручение, он “откручивается” от О'. 

переноса, либо с помощью переноса Ли. Пусть | перенесён 
параллельно. Тогда мы получаем из (6.15) 

(АгіУ - - (Ѵ|Ю' - 

Однако для исходного вектора | мы имеем Ѵ (5) |ё/ = 0, иначе 
говоря, (Ѵ|ё7у =\т 1 1кИ ! 1 к . Таким образом, в исходной точке 

(€д1У = -т 7 ’ г /^- 

Это означает, что при параллельном переносе вдоль построен- 
ной нами конгруэнции геодезических векторов | будет оста- 
ваться «прикреплённым» к кривым конгруэнции, если связ- 
ность симметрична. Но если связность не симметрична, он не 
будет оставаться «прикреплённым». Грубо говоря, под дейст- 
вием кручения вектор | «вращается» относительно ближай- 
ших геодезических. И наоборот: если мы рассматриваем па- 
раллельно переносимый вектор | как определяющий некое 
«постоянное» направление, то конгруэнция «параллельных» 
геодезических будет при движении | «закручиваться» вокруг 
геодезической «несущей» |. (Нельзя, однако, придать точный 
смысл словам «вращается» и «закручивается», если нет 
метрики.) 

6.7. НОРМАЛЬНЫЕ КООРДИНАТЫ 

В дальнейшем будет удобно использовать систему коор- 
динат, основанную на геодезических. Чтоб построить её, за- 
метим, что геодезические, проходящие через точку Р, задают 



252 


6 СВЯЗНОСТИ И КАЛИБРОВОЧНЫЕ ТЕОРИИ 


1-1-оюбражение окрестности Р на окрестность нуля в Т Р . Это 
отображение строится так: каждый вектор из Т Р однозначно 
определяет геодезическую, проходящую через точку Р, и мы 
можем сопоставить ему точку этой геодезической, находящую- 
ся на расстоянии ДЯ — 1 (где Я — аффинный параметр) от точ- 
ки Р. (Напомним, что если два вектора из Т Р параллельны, 
то их геодезические суть совпадающие, но по-разному пара- 
метризованные кривые, и, следовательно, построенное отобра- 
жение «различает» точки на геодезической.) С помощью та- 
кого отображения мы можем, выбрав в Т Р некоторый базис, 
определить нормальные координаты точки С? как компоненты 
вектора, связанного с этой точкой. Вообще говоря, это ото- 
бражение будет взаимно-однозначным лишь в некоторой 
окрестности Р, ибо геодезические на искривлённом многооб- 
разии могут пересекаться. Для некоторых связностей, таких 
как связность плоского пространства, оно будет взаимно-одно- 
значным и на всём многообразии. (Отображение из Т Р в мно- 
гообразие корректно определено, даже если геодезические 
пересекаются. Оно называется экспоненциальным отображе- 
нием. Если оно определено для всех элементов Гр во всех 
точках Р, то многообразие называется геодезически полным.) 
Основная ценность нормальных координат для нас связана 
с тем, что в них Г',* = 0 в точке Р (но не всюду в окрест- 
ности Р). Чтоб это увидеть, заметим, что если мы рассматри- 
ваем геодезическую, определяемую вектором V с компонен- 
тами ІІ‘(Р), то координаты точки на этой геодезической, от- 
вечающей аффинному параметру, равному Я, будут просто 
х' = Я ІІ‘(Р), если мы положили Я = 0 в Р. Таким образом, 
сЕх'/бЯ 2 обращаются в нуль, а из (6.16с) видно, что 
Г ‘, к ІІ к (Р) Ц 1 (Р) должно обращаться в нуль на всей кривой. 
Однако в точке Р направление О было произвольным, откуда 
и следует, что Г‘ / ДГ > ) = 0. 

Тот факт, что всегда можно выбрать координатную си- 
стему так, чтобы Г 1 ,* обращалась в нуль в некоторой точке, 
ниже будет нам чрезвычайно полезен при доказательстве не- 
скольких теорем. Поскольку в других точках ГѴ не обязаны 
обращаться в нуль, то и производные Г‘/* в точке Р нулю не 
равны. 

6.8. ТЕНЗОР РИМАНА 

Можно ожидать, что коммутатор двух ковариантных произ- 
водных 

[Ѵу, Ѵу ] = Ѵ77Ѵ7 — Ѵ^Ѵу 

будет дифференциальным оператором. Однако на самом деле 
он обладает следующим замечательным свойством: оператор 
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К, определённый формулой 

♦ [Ѵ„> V), (6.18) 

есть мультипликативный оператор. Еще более замечательно 
то, что К также не зависит от производных О и V, Эти 
свойства объясняются и доказываются в следующем упраж- 
нении. 

Упражнение 6.13. Докажите, что для любой функции / 

(a) Н(й, Ё)/Г = /Р((7, ІО Г, 

(b) р(/д, Ѵ)ѵг = Щ(й, і/)Г. 

Благодаря этим свойствам (6.18) в действительности опре- 
деляет тензор, называемый тензором Римана. Из (6.18) 
видно, что, при заданных векторах О и V, р? (О, V) — это тен- 
зор типа ( | . поскольку, действуя на вектор, левая часть 

опять-таки даёт вектор. Если считать V и V аргументами, то 
тензор Римана становится тензором типа (д)- (Заметим, 

что принятое нами определение тензора Римана ((6.18) и 
(6.19)) отнюдь не является единственно возможным. Исполь- 
зуются и другие определения, отличающиеся от нашего зна- 
ком или порядком аргументов. Справляясь в других книгах, 
проверьте, знаете ли вы, какое было использовано определе- 
ние. Мы следуем Мизнеру, Торну и Уилеру (1977).) 

Упражнение 6.14. Компоненты тензора Римана /?*/*/ опре- 
деляются формулой 

[Ѵм Ѵ,]ёь-Ѵ {11 ,ф = Я 1 и ,ё г (6-19) 

(а) покажите, что в координатном базисе 
♦ = Г 1 к1 , , - Т 1 Ы , , + Г т кі Г 1 ті - Т т кі Т 1 т ,. (6.20) 


(Ь) В некоординатном базисе определим перестано- 
вочные коэффициенты С‘, к формулой 


[^/> &к\ С ікРі. 

(6.21) 

Покажите, что 


Г)1 гП р/ I ТМП ТЛІ 

К кі\ — -1 */. * — А кіш / -(- 1 А/і т і 

ги р/ г>т р/ 

1 кі 1 ті ^ гр 

где = ёі [/] . 

(с) Покажите, что 

(6.22) 

я! киі)^~2 {в! кЦ Я 1 кц) = 0 

(6.23а) 

и 


Л* 

1 

р 

(6.23Ь) 
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(Указание: для доказательства (6.23Ь) используйте нор- 
мальные координаты; ответ, конечно же, от выбора коор- 
динат не зависит.) 

(<і) Используя (с), покажите, что на п-мерном много- 
образии число линейно-независимых компонент Р 1 ыі равно 

Д 4 _ п 2 " (« + 0 _ „ п(п-\)(п-2)_ = | „2 {п _ 1}> (624) 

Упражнение 6.15. Покажите, что 

Н 1 к[іГ,т] = 0. (6.25) 

Эти соотношения называются тождествами Бьяши. (Ука- 
зание: опять работайте в нормальных координатах.) По- 
кажите, что в координатном базисе эти тождества экви- 
валентны тождествам Якоби для ковариантных произ- 
водных 

[V/, [V/, Ѵ*]] + [Ѵ/, [V., Ѵ/]] + [Ѵ*. [Ѵ«, V/]] = 0. 

[См. (2.14) и (3.9).] 

6.9. ГЕОМЕТРИЧЕСКАЯ ИНТЕРПРЕТАЦИЯ 
ТЕНЗОРА РИМАНА 

Так же, как и пр_и интерпретации другого встречавшегося 
нам коммутатора, [ІІ, V], речь пойдёт о замкнутой или почти 
замкнутой петле. Наши рассуждения основаны на использо- 
вании экспонент от ковариантных производных и потому 
идут практически параллельно тому, что было в случае ско- 
бок Ли. Если векторное _поле А определено вдоль кривой с 
касательным вектором О, то параллельный перенос позво- 
ляет нам перенести А из любой точки кривой (2 в любую дру- 
гую её точку Р. Полученный таким образом вектор А(С}->-Р) 
из касательного пространства Т Р (вообще говоря, не равный 
А{Р)) назовём образом Л(<3) в Р; он, конечно же, зависит от 
кривой. Действительно, если А и I/ аналитичны, мы можем 
записать следующий ряд Тейлора: 

А (Я -*-Р) = Л (Р) + ІѴ Ѵ А{Р) + 4 - Х 2 У ѵ У и А(Р) + ... 

= ехр [ЯѴу] А |р, (6.26) 

где X — параметр кривой (П=й/йХ), а обозначение «ехр» 
опять всего лишь сокращённая запись предыдущей строки. 

Теперь рассмотрим две конгруэнции с касательными век- 
торами О = А /6.Х и V = б/бц, такими что [V, V] = 0. Тогда 
при пересечении они образуют замкнутые петли (рис. 6.6). 
Если мы параллельно перенесём вектор из некоторой точки К 
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вдоль кривой V в точку ф, как показано на рисунке, то по- 
лучим вектор 

/Т(Я-> 0) = ехр[ рѴ 7 ] А Іо, 

где р — изменение параметра при переходе от С} к Р. Если 
теперь мы параллельно перенесём полученный вектор из О 
в Р, то в точке Р получим вектор 

А(Р-»<3-уР) = ехр [ ХѴ Ѵ ] ехр [ рѴ^] А | Р , 

где Я — изменение параметра при переходе от Р к С>. Но мож- 
но сделать перенос и по другому пути, а именно сначала 



Рис. 6.6. В результате параллельного переноса вокруг замкнутой петли 
получается вектор, вообще говоря, не совпадающий с исходным. 

пойти в точку 5 («расстояние» Я вдоль Й-крнвой), а потом — 
в Р («расстояние» _р вдоль Т-кривой). Значения Я и р будут 
те же, поскольку V и V коммутируют. При втором способе 
получаем 

А (Р ->5 -*■ Р) = ехр [ рѴ^г] ехр [ЯѴу] А | Р . 

При малых Я и р мы можем найти разность 6/1 векторов, по- 
лучаемых этими двумя способами, с помощью разложения 
Тейлора: 

м = [Я'“./ ѵ г]д 

= [ 1 + + А *. ! Ѵ г Ѵг7. 1 + |іѴ- + 4- (ЕѴігѴіг] А + О (3). 

где через 0(3) обозначены члены, имеющие по р и Я суммар- 
ную степень ^3. После некоторых преобразований приходим 
к равенству 

б А= Яр [Ѵу, Ѵ ѵ ]А+0 (3); (6.27) 

но это как раз и есть тензор Римана, причём производные от 
Л сюда не вошли. На 6Л можно также смотреть как на изме* 
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нение А при параллельном переносе его вдоль замкнутой 
петли Р(дР5Р. Это изменение как раз и равно значению тен- 
зора Римана, умноженному на «площадь» петли, Хр: 

= Х^Р 1 тА ! и к У 1 . 


Другой существенный для геометрии аспект тензора Ри- 
мана связан с девиацией геодезических, т. е. с тем фактом, 
что геодезические, бывшие в начале параллельными, теряют 

в дальнейшем это свойство. Чтоб 
измерить этот эффект, рассмо- 
трим конгруэнцию геодезиче- 
ских с касательным вектором 
о (Ѵцй — о) и соединяющий 

кривые конгруэнции вектор |, 
который перемещается по кри- 
вым с помощью переноса Ли 
(^уІ = 0) (см. рис. 6.7). Ме- 
рой девиации геодезических бу- 
дет служить изменение вектора 
|. Его первая производная 
ѴуІ зависит от начальных условий, от того, параллельны 
исходные геодезические или нет. Геометрия сидит во второй 
производной ѴуѴуі, которая говорит, как меняется исход- 
ная степень разделения геодезических. Итак, мы имеем 



Рис. 6.7. Соединяющий кривые 
конгруэнции геодезических век- 
тор | ли-переносится вдоль кон- 
груэнции. 


ѴйЫ = Ѵу (&йі + Ѵ^) = ѴуѴ^ = [Ѵу, Ѵ|] и + Ѵ^ѴуД. 


На первом шаге использовано упр. 6.11. Последний член в 
правой части обращается в нуль, поскольку О — геодезиче- 
ская, и мы получаем 

Ѵу Ѵу I = Р Ф, 1)0, (6.28а) 


или в компонентах 

(I \^\ к и* = н 1 т 0>0%К 

Заметим, что левую часть можно упростить, поскольку і Р-мѴ 4 
= 0; это даёт 

$, і .р , Ѵ к = * 1 ІЫ Ѵ і Ѵ к Б 1 - (6.28Ь) 

Уравнение (6.28) называется уравнением девиации геодези- 
ческих, 
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6.10. ПЛОСКИЕ ПРОСТРАНСТВА 

Аксиома Эвклида о параллельных служит определяющей 
аксиомой плоского пространства. Как ясно из (6.28), про- 
странство плоско тогда и только тогда, когда его тензор Ри- 
мана равен нулю. Таким образом, тензор Римана есть мера 
кривизны многообразия со связностью. В плоском простран- 
стве, как следует из (6.27), есть глобальное понятие парал- 
лельности: можно говорить, что вектор в точке Р параллелен 
вектору в точке С , ), ибо его можно параллельно перенести в <2 
способом, не зависящим от пути. Поэтому в плоском про- 
странстве можно отождествить все касательные пространства 
Тр. Более того, экспоненциальное отображение можно про- 
должать бесконечно (при условии, что глобальная топология 
многообразия не усложнена искусственно «резкой» и «склей- 
кой») и всё многообразие можно отождествить с его каса- 
тельным пространством. Обратите внимание, что метрический 
тензор во всём этом не участвует. Пространство Минковского 
так же плоско, как и эвклидово пространство. 

Упражнение 6.16. Рассмотрим двумерное плоское про- 
странство с декартовыми координатами х, у и полярными 
координатами г, 0. 

(a) Используя то, что векторы ё х и ё у параллельны 
сами себе глобально (для любых Р и С} вектор ё х (Р) па- 
раллелен вектору ё д ((?)), покажите, что 

Г Г ѳѳ = -П Г Ѳ г Ѳ = Г ѳ Ѳг = 1/г, 

а все остальные Г в полярных координатах равны нулю. 

(b) Для произвольного векторного поля V выразите 
ѴіѴ 1 ' и Ѵ« V 1 для случая полярных координат через V и V е . 

(c) Для базиса г^д/дг, Ѳ = (1/г)<Э/дѲ найдите все 
символы Кристоффеля. 

(6) Выполните задание (Ь) для базиса из (с). 

Это упражнение устанавливает следующий важный факт: 
хотя на плоском многообразии существуют системы коорди- 
нат, в которых іДд. = 0 повсюду, можно выбрать координаты, 
в которых они ненулевые. 

6.11. СОГЛАСОВАННОСТЬ СВЯЗНОСТИ 
С ОБЪЁМОМ ИЛИ метрикой 

Если на многообразии помимо связности задана ещё фор- 
ма объёма или метрика, то, как правило, на неё налагаются 
некоторые дополнительные ограничения. Например, как связ- 
ность, так и форма объёма могут задавать дивергенцию век- 
торного поля V. Ковариантная дивергенция — это у.)/*, 
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а дивергенция относительно формы объёма определяется фор- 
мулой 

= (<ііѵ л і7) а. 

Мы говорим, что V ий согласованы, если с!і-ѵ&У = Ѵ- V для 
всех V. 

Упражнение 6.17. (а) Покажите, что V и й согласованы 
тогда и только тогда, когда Ѵй = 0. (Указание: для вычис- 
ления ^у5> используйте упр. 6.1 1.) 

(Ь) Предположим, что со !2 ...п — І в координатах 
(х 1 , х п ). Покажите, что V и й согласованы тогда и 
только тогда, когда для всех к 

(1п/Ь = 1 %. 

Аналогично если на многообразии задан метрический тен- 
зор, то имеется естественное требов_ание_ согласованности. 
А именно, для любых двух векторов А_ и Б в точке Р опре- 
делено скалярное произведение д (А, В). Мы говорим, что 
V и д согласованы, если это скалярное произведение сохра- 
няется при параллельном переносе А и Б вдоль каждой 
кривой. 

Упражнение 6.18. (а) Покажите, что V и д согласованы 
тогда и только тогда, когда 

Ѵд = 0. (6.29) 

(Ь) Покажите, что в координатах (х 1 , .... х п ) условие 
согласованности имеет вид 

Г‘/*= 2й' (§11, к §1к. ) — 8 /к. /)- (6.301 

Зміі-ь §“ — элементы обратной к §і, п матрицы (см. (2.55)). 
^Указание: используйте симметрию Г 1 ,* = Г'*/.) 

Упражнение 6.19. Напомним (см. упр. 4.13), что, когда 
имеется метрика, можно определить выделенную форму 
объёма. (Это ещё один вид согласованности, на этот раз 
метрики и формы объёма.) Покажите, что если метрика 
и связность согласованы, то выделенная форма объёма и 
связность тоже согласованы. (Указание: надо убедиться в 
том, что^,й — § !і §іі,ъ\ для этого используйте (4.19).) 

Равенство (6.30) выявляет тот замечательный факт, что 
метрика однозначно определяет согласованную с ней связ- 
ность. Такая связность называется метрической связностью. 

Упражнение 6.20. Покажите, что для произвольного век- 
тора V 

)іу = Ѵі^ + Ѵ//. 
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Следовательно, вектор Киллинга (см. § 3.11) удовлетво- 
ряет уравнению Киллинга 

V і V і -}- V, V і = о. 

Ср. е уравнением (5.89), 

6.12. МЕТРИЧЕСКАЯ СВЯЗНОСТЬ 

Поскольку (6.30) налагает на связность жесткие ограни- 
чения, метрическая связность обладает дополнительными 
свойствами, которых у произвольной симметричной связности 
нет. Вывести некоторые из этих свойств проще всего в нор- 
мальных координатах. Заметим, что из (6.29) и (6.30) сле- 
дует, что 

Г , /б = 0 в точке Р §і т , п — 0 в точке Р. (6.31) 

Упражнение 6.21. Покажите, что из (6.20), (6.30) и (6.31) 
вытекает, что в нормальных координатах в точке Р 

ЯцкІ = §ітР т № — ТГ (ёіі. 1к ~ ёік. п + ёік. и ~ёр. ік )• 

(6.32) 

Упражнение 6.22. (а) Покажите, что из (6.32) следует 
тождество 

Кцкі — РкЩ- (б.ЗЗ) 

(Ь) Покажите, что из (6.33) и (6.23) следует, что на 
я-мерном многообразии число линейно-независимых ком- 
понент Рцкі равно 

~ п{п — \){п 2 — п + 2) — п{п — 1)(я — 2)(я — 3) = 

= -у \п 2 {п 2 — 1). 

Упражнение 6.23. (а) Определим тензор Яьі, называемый 
тензором Риччи, формулой 

Ям = Я 1 ш (6.34) 

и скалярную кривизну формулой 

Я = ё к1 Яы. (6.35) 

Покажите, что тензор Яи симметричен. 

(Ь) Покажите, что из свёрнутых тождеств Бьянки 

Я* ЦіІ;тп] = 0 И ё П Я 1 1[и-ш ] = 0 

следует, что 


(6.36) 
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(Индексы у /?' 7 поднимаются с помощью метрики: Я‘і = 

ё ІІ § Іт Яіт) 

(с) Определим тензор Вейля формулой 

С И Ы = Я И ы - 26 1 \кЯ ! \] + 4 «“[Л*- (6.37) 

Покажите, что любая свёртка Сцы по индексам даёт 
нуль — это «чистый» тензор четвёртого ранга. 

Равенство (6.36) играет важную роль в эйнштейновой тео- 
рии гравитации — общей теории относительности. Простран- 
ство-время в этой теории есть обобщение плоского простран- 
ства Минковского — четырёхмерное многообразие с метрикой. 
Гравитационное поле (т. е. метрика) в пустом пространстве 
(без материи) находится как решение дифференциальных 
уравнений 

С і] = Я 11 - Яё ІІ = 0. (6.38) 

Тензор 0 11 называется тензором Эйнштейна. Тождества (6.36) 
понижают число независимых уравнений в (6.38) от 10 
(==^п(п— 1), поскольку О 1 ' симметричен) до 6. Это гаран- 
тирует, что решение §ц, тоже имеющее 10 независимых ком- 
понент, определяется с точностью до четырёх функциональ- 
ных степеней свободы, которым в свою очередь соответствуют 
координатные преобразования §,/. 

Упражнение 6.24. Покажите, что соединяющая точки Р и 
(2 геодезическая есть кривая экстремальной длины среди 
всех кривых, соединяющих эти точки. А именно, покажите, 
что с точностью до первого порядка 



р 


не меняется при отклонениях х‘(Х) от геодезической. 
(Имейте в виду, что параметр каждой кривой определяется 
однозначно; параметр геодезической должен быть аффин- 
ным.) Обдумайте вопрос о необходимости знака модуля 
в случае индефинитной метрики и отдельно обдумайте 
случай нулевой геодезической (геодезической нулевой 
длины). 

6.13. АФФИННАЯ СВЯЗНОСТЬ 
И ПРИНЦИП ЭКВИВАЛЕНТНОСТИ 

Мы все обучались основам физики и геометрии, изучая 
плоские многообразия: эвклидово трёхмерное пространство, 
галилеево пространство-время (хотя, возможно, его так и не 
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называли), а потом (если довелось) пространство-время Мин- 
ковского. С другой стороны, общая теория относительности 
использует искривлённое пространство-время, и кажется 
естественным представлять себе плоское пространство как 
простейший вид пространств. Но с точки зрения теории мно- 
гообразий даже плоское пространство вовсе не просто: по 
сравнению с обычным дифференцируемым многообразием 
оно имеет гораздо более богатую структуру, ибо на нём за- 
дана аффинная связность. В элементарной геометрии и физике 
присутствие этой связности не ощущается, поскольку, как 
правило, применяют прямоугольные системы координат, в ко- 
торых символы Кристоффеля обращаются в нуль. Однако, 
если физические законы сформулированы в плоском простран- 
стве на языке криволинейных координат, в которых символы 
Кристоффеля уже придётся использовать, связность стано- 
вится наблюдаемой. 

На первый взгляд это ненужное усложнение, но посмо- 
трим, какие в нём содержатся возможности для обобщений. 
В большинство так записанных физических законов входят 
символы Кристоффеля, а не тензор Римана, следовательно, их 
уравнения осмыслены и выглядят одинаково вне зависимости 
от того, плоско наше многообразие или криво. Таким обра- 
зом, естественно постулировать, что математическая форма 
физических законов в искривлённом пространстве-времени 
общей теории относительности в точности та же, что и в кри- 
волинейных координатах плоского пространства Минковского. 
Такой постулат называется принципом минимальной связи 
(физических полей с кривизной пространства-времени) или 
сильным принципом эквивалентности. Это широко принятый 
постулат, который согласуется с экспериментом. Подробно он 
обсуждается в книге Мизнера и др. (1977). Здесь же стоит 
подчеркнуть то весьма замечательное обстоятельство, что, 
записывая «плоские» физические законы в криволинейной си- 
стеме координат, мы находим их вид в искривлённом про- 
странстве. Это обстоятельство объясняется тем, что плоские 
пространства, хотя у них и нулевая кривизна, имеют вполне 
определённую связность, а потому являются просто частным 
случаем искривлённого пространства. 

6.14. СВЯЗНОСТИ И КАЛИБРОВОЧНЫЕ ТЕОРИИ 
НА ПРИМЕРЕ ЭЛЕКТРОМАГНЕТИЗМА 

Под названием «калибровочные теории» объединяется це- 
лое множество разнообразных теорий взаимодействия элемен- 
тарных частиц. Все они обладают одним общим свойством: 
их физические предсказания инвариантны относительно груп- 
пы преобразований основных полевых переменных. Наиболее 
известный пример — это теория электромагнетизма: если вы- 
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брать в качестве основной переменной один-форму («вектор») 
потенциала А, то физические предсказания теории инвари- 
антны относительно калибровочных преобразований А — ♦ 
Д -(- Общее обсуждение калибровочных теорий выходит за 
рамки этой книги (см. Тгаиітап, 1973), и мы ограничимся 
здесь электродинамикой, поясняя всё на примере уравнения 
движения заряженной бесспиновой частицы массы т. Мы 
увидим, что естественно появится связность, другая, но играю- 
щая ту же роль, что и аффинная, и эта связность приведёт 
нас к «открытию» электромагнитного поля! 

Сначала рассмотрим нейтральную скалярную частицу 
массы т, волновая функция которой ф удовлетворяет уравне- 
нию Клейна — Гордона и (сохраняющемуся) условию нор- 
мировки: 

(Ѵ^У 4 — т 2 ) ф = О, Л й 3 х (ф*ф — фф’) = 1 , (6.39) 

где греческие индексы пробегают (і, х, у, г); мы предполо- 
жили для простоты, что взята метрика Минковского. Оче- 
видно, что если ф — решение, то и фе іс Р, где ср — произвольное 
вещественное число, тоже будет решением. Таким образом, 
ф->-фе 1ф — калибровочное преобразование. Теперь проведём 
аналогию, которой будем пользоваться на протяжении всего 
последующего обсуждения. Наши калибровочные преобразо- 
вания чрезвычайно ограниченны, поскольку ср не может за- 
висеть от точки. Это похоже на инвариантность относительно 
выбора координат при описании некоторых (всех) физиче- 
ских систем в прямоугольных координатах специальной тео- 
рии относительности. Допустимые координатные преобразо- 
вания — это вращения, лоренцевы бусты и трансляции, и все 
они «жёсткие»: нельзя в одной точке выполнять одно преоб- 
разование, а в другой — другое. Ослабление этого ограниче- 
ния, необходимое, если мы хотим использовать произвольные 
системы координат, заставляет нас, как мы видели в предыду- 
щем параграфе, ввести аффинную связность, — иначе мы не 
сможем определить не зависящую от выбора координат ко- 
вариантную производную. Но если уж уравнения движения 
физической системы записаны в терминах связности, то есте- 
ственно использовать их и тогда, когда связность уже не яв- 
ляется плоской. И они оказываются подходящими уравне- 
ниями для рассматриваемых систем в общей теории относи- 
тельности. Итак, методика, основанная на использовании сво- 
боды в выборе системы координат, привела нас к теории, 
описывающей, как система взаимодействует с гравитацион- 
ным полем. Подобным же образом мы увеличим теперь ка- 
либровочную свободу поля ф — и автоматически придём к 
теории, описывающей, как гравитационное поле взаимодейст- 
вует с электромагнитным полем. 
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Обобщение очевидно: нам нужны калибровочные преоб- 
разования общего вида 

■ір — гре іср( - Е) , (6.40) 

где теперь ср — произвольная функция точки х в пространстве 
Минковского. Но поскольку в уравнения поля входят произ- 
водные, мы получаем 

йф — >• (йф + ітрсіф) е' 4 ^. (6.4 1 ) 

Для того чтоб понять, как избавиться от лишнего члена, по- 
смотрим на дело более геометрически. Множитель е' 1 *'' — это 
комплексное число на единичной окружности; калибровочное 
преобразование — это представление группы 7/(1) (унитар- 
ной группы в одномерном комплексном пространстве) сё 
действием на тр. Поэтому преобразование ф фе'^-х» можно 
представлять себе так: в каждой точке х выбирается элемент 
из 7/(1) и действует на ф. Геометрический объект, отвечаю- 
щий этой картине, — это расслоение, причём пространство 
Минковского играет роль базы, а группа 7/(1) — слоя (его 
можно представлять в виде единичной окружности на комп- 
лексной плоскости). Тогда калибровочные преобразования 
(6.40) будут сечениями этого расслоения, которое мы назо- 
вём 0 (\) -расслоением. 

Объект, которым мы теперь хотим заняться, — это не сама 
ф, а Ѵцф — элемент из 7%, векторного пространства один- 
форм в точке Р. Рассмотрим на базе кривую 43 с параметром 
І. Двигаясь по кривой, мы последовательно встречаемся с 
один-формамп сіф, по одной в каждой точке. Если ф удов- 
летворяет уравнению Клейна — Гордона (6.39), то мы будем 
говорить, что сіф меняется вдоль 4? «правильным» образом. 
У нас есть ограниченный набор калибровочных преобразова- 
ний (ф = сопзі), для которых новая форма сі гр тоже «пра- 
вильная». Но представим себе, что мы сделали произвольное 
калибровочное преобразование. Тогда кривой 43 на базе со- 
ответствует кривая 43 * в 7/(1) -расслоении: в каждом слое, ле- 
жащем над точкой х кривой 43, она проходит через элемент 
е ісрга > Если преобразование не постоянно (если 43* не «парал- 
лельна» 43), то градиент преобразованной ф не будет «пра- 
вильным»: он не будет равен градиенту исходной ф с точно- 
стью до фазы. Поэтому мы определим на базе один-форму 
связности А, зависящую от кривой 4?* таким образом, чтобы 
это «исправило» производную ф. Определение будет следую- 
щее: 

(і) Если ф — решение (6.39;, ю Л = 0. 
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(ii) При преобразовании -ф -* фе іф один-форма связ- 
ности преобразуется по правилу 

А А + сГф- (6.42) 

(iii) Калибровочно-ковариантная производная ф опреде- 
ляется формулой 

Г)ф = аф — іфА. (6.43) 

Свойства (іі) и (ііі) означают, что_ при калибровочном пре- 
образовании /Зф переходит в е іф(і) Пф; свойство (і) гаранти- 
рует, что 5ф «правильна» на < ё > . 

Теперь поймём, почему А называется связностью. Аффин- 
ную связность представляют символы Кристоффеля, которые 
мы добавляем к обычной частной производной, чтоб получить 
«правильную» производную — производную, задающую парал- 
лельный перенос (ср. (6.43) с (6.10)). Чтобы эта «правиль- 
ность» производной сохранялась, символы Кристоффеля 
должны преобразовываться при замене координат специаль- 
ным образом (упр. 6.2), и формулы перехода очень похожи 
на то, как меняется А при калибровочном преобразовании 
(6.42). Различаются эти связности тем, что они призваны со- 
хранять: аффинная связность сохраняет параллельность, 
наша один-форма связности сохраняет градиент при калибро- 
вочных преобразованиях. 

Теперь мы можем записать уравнение Клейна — Гордона 
в калибровочно-ковариантном виде: 

Г^ГФф — т 2 ф = (Ѵц — іЛц) (ѵ^ 1 — іЛО Ф — т 2 ф = 0. (6.44) 

Если фаза ф «правильна», то она превращается в обычное 
уравнение Клейна — Гордона, и любая ф, полученная из «пра- 
вильной» калибровочным преобразованием, тоже будет реше- 
нием (6.44). 

Задав какую-либо систему координат, мы можем опреде- 
лить тензор кривизны формулой, похожей на (6.18) і 

[Ѵц, Ѵ ѵ ] = Д ѴѵІ /Р - 
Её аналогом для нашего случая будет 

[^, /) ѵ ]ф = ^ ѵ ф. (6.46) 

Прямое вычисление показывает, что калибровочная два-фор- 
ма кривизны Р, имеющая компоненты Р^ѵ , — это просто 

Р = —Ш. (6,46). 

Очевидно, Р калибровочно-инвариантна (см. (іі) выше). (Тен- 
зор Римана был координатно-инвариантным.) Уравнение 
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Клейна — Гордона калибровочно-плоско (Р = 0), поскольку 
существует калибровка с А = 0. Но поскольку есть явная 
аналогия с электромагнетизмом (Л = один-форма потенциа- 
ла, іР = тензор Фарадея, см. гл. 5), естественно попытаться 
посмотреть на (6.44) как на обобщение уравнения Клейна — 
Гордона на случай заряженной частицы, взаимодействующей 
с внешним электромагнитным полем Р. Такая гипотеза и в 
самом деле верна, и (6.44) можно прямо вывести из того фак- 
та, что канонический импульс классической частицы во внеш- 
нем электромагнитном поле равен р с = р + (< 7 /с)А, где р — 
«настоящий» 4-импульс частицы. В силу принципа соответ- 
ствия уравнение р-рЛ~т 2 = 0 переходит (в системе единиц 
с Ь = с = 1) в уравнение 

( — іѴр. — — рЛ»*) + т 2 ф = 0; 

отсюда мы видим, что (6.44) действительно есть волновое 
уравнение для такой частицы с зарядом <7=1. Всё вышеска- 
занное можно подытожить следующим образом: скалярная 
частица с массой т и зарядом р, находящаяся во внешнем 
электромагнитном поле с один-формой потенциала Л, подчи- 
няется уравнению 

(Ѵ |Х — ірЛ^) (V» 1 — • ірЛ^) ф — т 2 ф = 0. (6.47) 

Калибровочные преобразования состоят в следующем: 

Л^Л + Зср, (6.48а) 

ф -> фе 1<р/,<? . (6.48Ь) 

Один-форму Л можно рассматривать как связность на ко- 
расслоении, а Р — как её кривизну. 

Упражнение 6.25. (а) Проверьте, что Г5ф -> е'^Лф при 

калибровочном преобразовании. 

(Ь) Проверьте (6.46). 
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Ноііапё, Атзіегёат, 1977). Связности на расслоенных пространствах рас- 
сматриваются в статье В. Сагіег, Ііпёегіуіпц таікетаіісаі зігисіигез оі 
сіаззісаі дгаѵііаііоп Йеогу, іп: Кесепі Оеѵеіортепіз іп Огаѵііаііоп, её. 
М. Ееѵу & 5. Эезег (Ріепит, Ыеда Ѵогк, 1979). 

Введение аффинной связности на многообразии вызывает к жизни мно- 
жество других тем для исследования. Например, на группах Ли имеется 
естественная аффинная связность, превращающая однопараметрические 
подгруппы в геодезические группового многообразия. Эта конструкция изу- 
чается шаг за шагом в виде последовательности упражнений в указанной 
выше книге Мизнера и др. 

То что кручение может играть роль в гравитации, впервые было за- 
мечено Картаном. Однако значительное внимание теория гравитации Эйн- 
штейна — Картана привлекла лишь позднее; см. А. Тгаиітап, Виіі. ёе 
ГАсаёетіе Роіопаізез ёез Зсіепсез (таік., азіг., рЬуз.) 20, 185—190 (1972). 

Тензор Римана не так просто вычислить по заданным компонентам 
метрического тензора. Задача упрощается, если использовать метод по- 
движных реперов Картана, использующий исчисление дифференциальных 
форм; см. снова книгу Мизнера и др. 

Хотя мы вовсе не рассматривали дифференциальную геометрию на 
комплексных многообразиях, она интересна и может в будущем сыграть 
существенную роль в физических приложениях. Введение в неё, рассчитан- 
ное на физиков, дано в книге Е. ё. РІаЬегу, Негшіііап апё КаЫегіап Оео- 
іпеігу іп КеіаІіѵЦу (5ргіп§ег, Вегііп, 1976); стандартное чисто математиче- 
ское руководство — 3. 5. СЬегп, Сотріех Мапёоіёз \ѴІІЬоиі Роіепііаі ТЬео- 
гу (Э. Ѵап Ыозігапё, Ые\ѵ Уогк, 1967). 



ПРИЛОЖЕНИЕ. РЕШЕНИЯ И УКАЗАНИЯ 
К НЕКОТОРЫМ УПРАЖНЕНИЯМ 


2.1. [г, Ѳ] = — Ѳ/г^О. 

2.2. (Ь) Поскольку аА/АХ + М/йц = Ьй/гіц + аА/АХ, то из 
(2.13) следует, что ехр [аА/АХ] ехр [М/бц] = ехр [М/йц] ехр 
[ас і/сІА,] , откуда получаем [А /АХ, й/йц] = 0. И наоборот, если 
порядок А/ АХ и сі/сір, в правой части (2.13) роли не играет, то 
с ними можно обращаться как с простыми числами, для ко- 
торых (2.13) выполнено. 

2.3. Развернит_е_каждо_е_ слагаемое (например, [ [Я, у] ,2} = 
ХУЪ — У XI — 2ХУ + 2.ѴХ ) . Каждый член этого разложения — 
дифференциальный оператор на функциях. Условие принад- 
лежности классу С 2 гарантирует, что каждый член разложе- 
ния существует. После того как все слагаемые в (2.14) так 
разложены, результат становится очевиден. 

2.4. Чтобы получить из матрицы, являющейся тензором типа 
( 1 ) , число, нужны один вектор и одна один-форма. По- 
скольку у нас в деле участвуют две матрицы, то, чтобы свя- 
зать с преобразованием число, нужны два вектора и две один- 
формы. Линейность проверяется легко. 

2.6. В случае размерности п у тензора типа ( 0 ) имеется п 2 

независимых компонент, а у пары векторов — всего лишь 2 п 
компонент. Вообще говоря, этого недостаточно. 

2 . 6 . Линейная комбинация двух тензоров типа ( ^ опреде- 
ляется своими значениями на двух произвольных один-фор- 
мах: (аФ+ 0г) [р, ^) = аЬ (р, д) + р г (р, ц). Она является ли- 
нейной функцией от р и ц, а следовательно, ( ^ ^-тензором. 

Нулевой тензор равен нулю на любых двух р и с/, и все ак- 
сиомы векторного пространства, очевидно, выполняются. 
Наше пространство имеет размерность п 2 , поскольку любой 
тензор полностью определяется своими компонентами 
Ь(й г , ш') = Тензоры {ёі ® ё/} (их п 2 штук) образуют ба- 
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зис, поскольку они линейно-независимы: линейная комбина- 
ция $‘>ё, ® ё, обращается в нуль тогда и только тогда, когда 
все р‘ ; — нули, что легко увидеть, подействовав этим тензо- 
ром на всевозможные пары базисных один-форм. На самом 
деле, как нетрудно проверить, Ь=Л !, ё, ®ё,. 

2.7. Шесть. Шесть. 

2.8. Линейность: С(аѴ + ЬЩ = В(А(аР + ЪЩ) — В (а А(У) 
+ 6 А(Щ)= аВ(А(Ѵ)) + 6В(А(ТР)) = аС(Ѵ)+ ЬС(ѴР). 

Компоненты: если А(е,) = А к ,ё к) то С(е?/) = В(АѴ*) = 
В ( ёк ) А к і = В 1 к А к іё,, откуда и следует ответ. 

Каждый ( | ^-тензор — это линейное преобразование в 7Ѵ. 

Из полученного результата видно, что линейные преобразо- 
вания образуют группу относительно операции композиции 
(с помощью которой мы получили С из А и В). 

2.9. Т(ш', й г ) = Т (А 1 \<Ь к , А , ' 1 & 1 ) = А 1 ' к А І ' 1 Т(& к , & 1 ). На слу- 
чай N индексов (К . . . /') и //'индексов ( к ' ... /') это обоб- 
щается так: V ' 1 к ' ... у = А 1 г . . . А’ цА* к ' . . . А и і’Т г ь і .. и . 

2.10. Это верно для любого векторного пространства: нулевой 
элемент определяется однозначно. 

2.11. Значение нашего «тензора» (в исходном базисе) на один- 
форме р и векторе V есть А^ѴР,. В новом же базисе, исполь- 
зуя новые компоненты для всех величин, мы получаем: 
А 1 ' І 'Ѵ І 'Р 1 ' — (А 1 ' г А 3 І 'А г 3 )(Л І ' к Ѵ к )(А 1 1 'Рі). Просуммировав по 
і' и /', а затем использовав (2.34), мы получим старый ответ. 
Таким образом, наше правило сопоставляет вектору и один- 
-форме вещественное число, не зависящее от выбора базиса. 


2 . 12 . 

(а) Л = ( 


і/Ѵб 

і/Ѵб 



-1/У2Л 
1 /У 2 ) 



і/Ѵ2_ 1/Ѵ2Г 
-1/У2 1/У2 


) 


приводит к каноническому виду 


приводит к каноническому виду 


(с) Л = ( ° ) приводит 


к каноническому виду 



2.13. (а) Закон преобразования можно получить из (2.55). 
Как функция от один-форм д удовлетворяет равенству 
д- ! (р, д) = д ( р , <7), откуда следуют (2.55) и, очевидным об- 
разом, свойство линейности. 
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(Ь) В таком базисе метрика имеет компоненты ±6 і7 , сле- 
довательно, обратная матрица д- 1 имеет те же компоненты 
±6щ 

2.14. Разложите и А 1 ., в ряд Тэйлора в точке Р. Попы- 
тайтесь удовлетворить (і) и (іі), подобрав по произвольным 
коэффициентам разложения соответствующие коэффи- 
циенты разложения А 1 у. Подсчётом числа коэффициентов 
покажите, что (і) — (ііі) имеют место. Обратите внимание на 
то, что не все дА‘у/дх к в точке Р независимы, поскольку из 
А 1 у —дх і /дх і следует, что <ЭА І і'/дх к =дА\'/дх г . 

2.15. (а) § гг = 1, = О, = г 2 . 

(Ь) Базис ортонормирован; г = д/дг, § — г~ 1 д/дв, 

2.16. (а) б/ имеет компоненты (д/уд г, д//дѲ), б/ имеет компо- 
ненты ( д[/дг , г -2 д//дѲ). 

(Ь) В этом ортонормированном базисе и б/ и б/ имеют 
компоненты (д//дг, г _1 д//дѲ). 

3.1. (а) В случае функций^ (3.3) следует, что в обеих частях 
(3.8) стоит оператор [V, Щ. В случае векторного поля V из 

(3.6) следует, что левая часть имеет вид [V, [ѴР, V]] — 
[Ш, [Р, (/]], а правая часть равна [[?, Щ , С]. Наш резуль- 
тат следует теперь из тождества Якоби (упр. 2.3) и антисим- 
метричности скобок Ли. 

(Ь) В случае функций опять используем тождество Якоби 
(2.14). В случае векторов тождество (3.8) превращает (3.9) 
в производную Ли по направлению нулевого вектора 
[[Х,?],2] + [[У,2],Х] + 1[2,Х),7]. 

3.2. (Ь) = & ѵ {Ѵ%) = (^ 7 ё/‘) ё. + и^уё, = 

[Ѵ'ё, Ш 1 )\ ё-^ДкУ.) = [ 1 /У ; .(ё/‘) - Ѵёу 1 } ёі -ѵ к Ѵ<е ё ё г 

Последний шаг требует переобозначения индексов. Используя 

(3.7) в последнем слагаемом, получаем требуемый ответ. 

3.3. Это следует из (2.7) при Ѵ‘ — б'і. 

3.4. Из (3.13) получаем 

(ёуѵ), ѵ = V («,Г) - «, (ѵ< Л. Г' - Г'Щ К') 

где индексы во втором слагаемом переобозначены. Ответ сле- 
дует из произвольности ЦП, 
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З*®* ( а ) а <яАа>’ ^ Р(*А*)] — ^ [ а <оАа)> Р(ьАь)] 

= Т'ь ^ а<а) ^ (і) И<«>’ ^(Ь)] й(а) И(а)(Р(м)1 А») 

— Р(6) [ Аь) (“(а))] Аа)}' 


3.6. (ЗуТ) 1 - 1 


к ... Г 


-!/'■ ^ Т 1 " ‘ 1 Г 

«Эл: г/ *...* 


г ... і 


І д — У 1 — 
к ... I дх г Ѵ 


д 


Ѵ.Л77Г +Т 

дх 


, -'г...«Аѵ г +...+Г , -'*...гггѴ г 
д* я аг 


/^г>1 . . 

дх 

Положив У‘ = 6‘, получим (^к Т У'"Ѵ.. г =<ЭТ‘' 


:...,Рх и 


3.7. [*, ^] + [^ѵ ^ г ]^+^Х 

\€ 1у , &і г ] + [&і у , &г у - &і&і у + &1&1 Х - - 

&Ау=°- 


Второй шаг основан на тождестве (3.8). Чтобы доказать 
(3.33), выведите следующие соотношения: І х = — зіпфд/дѲ— - 
соз ф сід вд/ду ; 1 У — — сов фд/<ЭѲ + зіп ф сі§ Ѳд/^ф; 1 г — д/ду. 


3.8. Это тривиально следует из того, что зЁ а у — а&-у, если 
о — константа. (Это неверно, если а — произвольная функ- 
ция.) 


3.9. При переносе Ли вдоль <р из ф = 0 вектор ё г не меняется, 

а ё х превращается в ё, — созфё* + зіпфё^. Третий базисный 
вектор ёср в декартовом базисе имеет вид — зіп ц>ё х + соз ц>ё у . 
Три векторные гармоники — это: ехр(2іф)ё г , ехр(2кр) (созфё* 
+ зіпфё у ), ехр(2іф)( — зіп фё* -{- соз ц>ё у ). Иногда удобнее пе- 
рейти к их линейным комбинациям: ехр(2іф)ё г , ехр (іф) (ё* 4- 
іё у ), ехр(3іф)(ё* — іё ѵ ) . Отсюда видно, что ё х + \ё ѵ имеет 
собственное значение -И» а ё х — іёу — собственное значение 
— 1, что впрочем легко и прямо проверить. Перенос Ли не 
меняет один-форму 62, а бх переходит в бѴ = соз фбх + 
зіп фб(/. Третья базисная один-форма бф в декартовом базисе 
имеет вид — зіп фбх + соз фб</. Поэтому тремя гармониками 
для один-форм будут: ехр(2іф)бг, ехр (іф) (бх + ібу), 
ехр(Зіф)(Вх — ібу). Поскольку = 2*7, то б (& ?) — 2іб/\ 
Кроме того, как легко показать (используя цилиндрические 
координаты), б — &ё ч Ш), что и завершает доказа- 

тельство. Последнее равенство есть частный случай общей 
теоремы, которая будет доказана ниже, в § 4.21. 

3 . 10 . Правоинвариантное векторное поле инвариантно относи- 
тельно отображений % е , которые порождаются правыми сдви- 
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гами так же, как Ь е — левыми. Рисунок 3.10 «верен», и в этом 
случае, следовательно, такие поля образуют алгебру Ли. 
Интегральные кривые правоинвариантных векторных полей, 
проходящие через е, являются однопараметрическими под- 
группами по тем нее причинам, что и в случае левоинвариант- 
ных полей. Таким образом, однопараметрические подгруппы 
находятся в 1-1 -соответствии сразу с обоими семействами ин- 
тегральных кривых; следовательно, кривые в этих семействах 
одни и те же. Интегральные кривые левоинвариантного поля, 
не проходящие через е, получаются левым сдвигом из кри- 
вых, проходящих через е, т. е. из однопараметрических под- 
групп. Кривая поля V, проходящая, например, через точку 
к , — это к§у (к). Тогда интегральная кривая правоинвариант- 
ного поля, проходящая через к, будет иметь вид я. 7 (к) к. Эти 
выражения различны, за исключением случая, когда (к) 

ѵ е 

и к коммутируют. 


3.11 (а) Поскольку левые сдвиги на к~ х взаимно-однозначно 
отображают окрестность к на окрестность е, отображение 
векторных полей Ьн также будет взаимно-однозначным и об- 
ратимым. Отсюда следует, _что если {К,(е)} линейно-незави- 
симы, то это верно для {І,,К,(е) = І7, (к)} при любом к. 

(b) Дело в том, что поля {V,} образуют глобальный ба- 
зис и любое векторное поле определяется заданием {а, (,§■)} 
для всех §. Это отображает ТО на ВХВ". 

3.12. (Ь) Ключевой момент: (В -1 АВ) п = в- 1 АВВ~ Х АВ ... 

В-'АВ = В~'А п В. 

(c) Экспонента от блочно-диагональной матрицы легко 
вычисляется, поскольку 


о 

о 

п 

О 

О 

й^ 

сС 

0 Р 2 0 ... 


о ( Р 2 ) п о ... 

0 0 Р 3 ... 

= 

й 

СО . 

о,. 

о • 

о • 

♦ • • • 




в случае (і) ехр(Д/) — это обычная экспонента. В случае (И) 



г і + і 5/ 
0 

Г, + І5/ 
0 


0 1-і-Г 

О — І5/ / У2 \ І 


-і 

-1 


)] 
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[ /1 — ІЛ / СОЗІГі + /ЗІП/5/ 

ѴГІІ -і) ехр( "<4 о 


о 

СОЗ ІГ, — І ЗІП І5 


X 


1 


У2 


,) 

С 


откуда и следует ответ. В случае (ііі), немного повозившись 
можно проверить формулу 

х 1 0 0 ... п 
0x10 ... 

0 0 х I ... 


О 

О 



1 й2 х п 

1 

г» 

2! дх 2 

3! 

йх 3 

-7— Х П 

йх 

1 


21 

йх 2 

х п 


(1 п 

т~ х 

іх 


Умножив на і п и подставив в разложение экспоненты, полу- 
чим (3.59с). 

3.13. Семейство матриц 
/ соз / зіп (//2) \ 

V — ЗІП/ соз/ ) 

— непрерывная кривая, содержащая е (при / = 0) и 

г; -!) 

(при і — п). Рассматриваемая матрица не принадлежит ни- 
какой однопараметрической подгруппе, поскольку не является 
экспонентой ни от какой матрицы, что следует из упр. 3.12. 
Легко проверить, что ни одну из матриц вида (3.59) нельзя 
преобразовать с помощью (3.56) в рассматриваемую матрицу, 
поскольку на диагонали стоят отрицательные числа. 

3 . 14 . (а) Собственное значение X матрицы А удовлетворяет 
уравнению сіеі ( А — XI) — 0 = беі (А — XI) т = беі (А т — XI) — 
йеі{А~ { —XI) и поэтому является собственным значением 
А~\ Верно и обратное, 
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(b) <іе((Л — Я/) = О => 0 = (ІеЦЛ-ОсіеМЛ - XI) = 
сіеі (/ — ЯЛ -1 ) = сіеі ( — Я/) сіеі (Л— 1 — Я -1 /) . Так как сіеі (А) ф О, 
то все собственные значения отличны от нуля и, следова- 
тельно, сіеі (Л -1 — Я -1 /) = 0. Таким образом, если Л — из 
О (л) и Я — собственное значение Л, то им будет и 1/Я. Но 
поскольку уравнение 6еі(Л — XI) — 0 вещественное, то его 
решения образуют пары комплексно-сопряжённых чисел. Что- 
бы два числа в такой паре были взаимно обратны, они долж- 
ны иметь вид(е‘ ѳ , е' іѲ ). 

(c) Такая форма есть как раз (3.58а, Ь) при специальных 
собственных значениях, причём (3.62Ь) — это частный случай 
(3.62с). Случай (3.58с) с р, = ±1 следует исключить. Такая 
форма невозможна, поскольку В~'АВ принадлежит О (л), а 
(3.58с), очевидно, нет. 

(б) Чтобы найти алгебру Ли данной группы, достаточно 
рассмотреть касательное пространство произвольного её эле- 
мента, например е, поэтому мы можем ограничиться рассмо- 
трением генераторов однопараметрических подгрупп в 80 (л). 
Задачу можно решить, привлекая каноническую форму, но 
быстрее следующий способ. Возьмём элемент ехрОЛ), где Л 
принадлежит алгебре Ли группы О(п). Тогда [ехр(М)]- 1 = 
ехр( — (А) и [ехр (М) ] г = ехр(ОК) . Эти выражения равны 
при любом і, следовательно, А т = — Л. Обратное доказы- 
вается так же. Размерность О (л) есть максимальное число 
линейно-независимых антисимметричных матриц размера 
п X п, а оно равно л (л — 1 ) /2. 

3.15. Матрица Л принадлежит 80 (п) тогда и только тогда, 
когда в её канонической форме (3.62) чётное число блоков 
(—1). Элемент из О (л), не принадлежащий 80 (л), имеет 
нечётное число блоков ( — 1) и может быть тривиально полу- 
чен из элемента 80 (л) указанным преобразованием. 

3.16. Как было сказано в указаниях к предыдущей задаче, в 
канонической форме матрицы Л из 80 (п) чётное число бло- 
ков ( — -1), на которые можно смотреть как на частный случай 
блоков (3.62с) при Ѳ = л. Любая из канонических форм 
(3.62а), (3.62с) есть частный случай экспонент (3.59а) или 
(3.5%). В канонической форме для матриц из группы 50(3) 
один блок должен быть (3.62а), а другой — (3.62с). Собствен- 
ный вектор для (3.62а) — это ось вращения. 

3.17. Воспользуйтесь (3.60). 

3.18. Матрица сііа§[ехр(іаіО. ехр(іа 2 0> ■ • ■] есть экспонента 
от матрицы 6іа§(іа^, іа 2 ^, • . .). Определитель первой матрицы 
равен ехр(і/][]) а /)> и если он равен 1, то след второй 
матрицы равен 0. Зададим соответствие между комплексными 
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числами и 


2 X 2-матрицами правилом а + і Ь ^ . 

Оно устойчиво относительно умножения: (а + іЬ) (с + М) •*-*> 
^ *)(_ ^ ^ . Таким образом, это групповой изоморфизм 


между комплексными числами и матрицами специального 
вида. (На самом деле это изоморфизм алгебр, так как он 
устойчив и относительно сложения.) Эта конструкция обоб- 
щается до изоморфизма между СЬ(п, С) и подгруппой в 
СЬ(2п, К), состоящей из матриц, построенных из 2 X 2-бло- 
ков вида (_^ *)• Эрмитову сопряжению в ОІ(«, С), оче- 
видно, соответствует транспонирование в ОЬ(2п, К). Итак, 
мы можем считать Н(п) подгруппой в 0(2п). Поскольку ге- 
нераторы 0(2п) — это антисимметричные 2п X 2/г- матрицы, то 
генераторы Н(п) — это антиэрмитовы матрицы. В силу нашего 
первого замечания и упр. 3.20 (а), эти матрицы должны иметь 
нулевой след. 


3.20. (а) (В~'АВ)/ к = (В- 1 )',А‘ т В т к . Но = б" 1 :, по- 

этому іг(В -1 ЛВ) = 1г (Л) . 

(Ь) Поскольку беі(б- 1 ) = 1/сіеі(В), то бе((ехр(Л)) = 
ёеІфВ- 1 ехр(Л)В) = беі(ехр(В-'АВ)); далее ехр(іг(Л)) = 
ехр(5 -І (іг А) В) = ехр(іг(В~ 1 АВ)). Таким образом, доста- 
точно доказать (3.67) для различных канонических форм. Для 
формы (3.58а) это тривиально. Для (3.58Ь) всё сразу следует 
из рассмотрения (3.59Ь). Аналогично обстоит дело с (3.58с), 
поскольку матрица в (3.59с) имеет единичный определитель. 

3.21. (а) Воспользуйтесь тождеством (аХ &)Х с = (а- с) Б — 
(Б -с) а. 

3.22. (а) Учтите, что Деі ^ _^ = |а| 2 + |б| 2 обращается в 

нуль только для нулевой матрицы. 

(Ь) Размерность равна 4, так как для задания элемента 
из Н нужны четыре независимых вещественных числа. 

(б) Уравнение (3.73) есть уравнение сферы 5 3 , и искомое 
1-1-отображение ставит матрице А в соответствие точку 
(«і, а 2 , а 3 , а 4 ) сферы 5 3 в Д 4 . 

3.23. Поскольку [^(з)] -1 = ехр( — зУ), мы можем записать 
(3.79) в виде 

ехр (эУ)ехр (бУ)ехр( — 5 У) = ехр [і Аб г(3 ) (X) ] . 


Дифференцируя обе части по і, получаем при і = О 
ехр (з У) X ехр ( —5 У) = Аб^) (^) . 
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Разложив левую часть по степеням а: 

Г+ 5 [Р, ГИ-4 8 *^’ *П + у^іГлР.іР. *]]]+..., 

получаем ответ. 

3.24. (Ь) І Х {У \-\) — іУ ю/ Ѵ^; ^(К>_,) = у, о/л/2; 

(,(Кіо) = і(Г 1 _ 1 -Г и )/л/2; ^(Г 10 )=-(Р 1 - 1 + Р„)/л/2;/^.о=0; 

Іх(Уц)~ — і^іо/Ѵ 2 ’. ^(^п) = ^іо/Ѵ 2 ; МУц) = іУп- Поэтому 
любая комплексная линейная комбинация этих трёх 
функций переводится дифференцированием вдоль 7*, 1 У , 1 г 
снова в линейную комбинацию этих функций. 

3 . 25 . Из первого равенства (3.30) следует, что І г ([) = 0. 
Тогда из двух оставшихся получаем ~1х({) — ~1у({) = 0. Итак, 
/ постоянна на сфере. 



4 . 1 . В(і/ + Г, (/+ Ц7) = о = В (6/, 7У) + В(ё/, Г) + В(Г, (У) 

+ В(Г, Ѵ) = В(С/, ІК) + В(№, V). 

4 . 2 . (а) р(..., V, Г, 

= “^../...і ...^' & •••)• 

(b) следует из равенств Л, /й = — Л /ІА = Л йі/ и т. д. 

(c) Л„Я" = 4 Л <7 Я" + 4 Л у ,5'*=4 (Л„Я"- Л (/ В' г ) =А и В1‘П. 
Первый шаг сводится к перестановке немых индексов. 

(<І) в [ ‘ 7І =4[в(©, ©0 -Віа 7 , ©0] = о. 

4 . 3 . Компоненты р-формы 6 — это её значения на р базисных 
векторах. Если р > п, то найдутся по крайней мере два сов- 
падающих вектора. Их перестановка ничего не меняет, но в 
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то же время знак компоненты должен измениться. Единствен- 
ное число, равное самому себе со знаком минус, — эго нуль. 

4.4. Надо лишь показать, что сумма двух р-форм есть р-фор- 
ма, т е является антисимметричной, и что р- форма, умно- 
женная на число, — тоже р- форма. Размерность нашего про- 
странства — это число независимых компонент р-формы, рав- 
ное С'р, как видно из (4 7). 

4.5. р Ад(й, Ѵ) = р (П)_р (Й) - р (Ч) р (У) = -_р А р(К, О). 
Очевидно, что р А р(7/, У) = 0 при любых II, V. 

4.6. Проверка (4.9): а ( II , Ѵ) — \а ч [й ! (II) а' ( V ) — й 1 (ё/)й 1 (К)] = 

+ ^а ІІ Ѵ , и І Число не- 

зависимых два-форм й ; А й й , равное п(п — 1)/2, и есть раз- 
мерность пространства два-форм. 

4.7. По формуле бинома Ньютона (1 + 1)" = Хр=оСр. Обра- 
тите внимание, что в сумме есть член с р = 0, отвечающий 
одномерному пространству нуль-форм. 

4.8. Из равенства (4.9) и его обобщения мы знаем, что 
р = (1/2!)р /й й' А 5* и р А р — (1/3 !)(р А р), у ьй 1 А &> А <Ь к . Но 
р А р = (1/2!) рДікй 1 А (©' А й*) = (1/2!) рд, к й 1 А й'А< о* = 
(1/2!) р [( р й‘ А й' А й й . Поскольку {й 1 А & 1 А й*} образуют 
базис, мы видим, что (р А ч) 11к = (3!/2!) р [( р /й1 =4 (/»,?/* + 

РкЯіі Р]Ркі РіРкІ РкРц Р/Р<&) РіУ]к + РкРі) Р/Чкі' 
Обобщение до (4.11) прямо отсюда следует. Напомним, что 
Ср +д = Сд +ч , поэтому р и р входят в (4.11) равноправно. 

4.9. Обе части равенства (4 16) билинейны по р и а, поэто- 
му достаточно доказать его в случае Р = й 1 А . . . А й р и й = 
й р4І Л . . . Лй р+<? . Тогда р Л а(^) = (й' Л - • • Л “ Р Л й р+І Л . . . 
... Лй р+<? )(|). В этом внешнем произведении имеется 
(р + Р) ! членов, отвечающих всевозможным перестановкам 
индексов. Те члены, где первой стоит форма й 1 , при свёртке 

с І дают й 1 (|) ( а А • А й р Л й р+1 Л ... Л й р+ "). Каждый 
член с й 2 , стоящей на первом месте, получается из членов со- 
стоящей на первом месте й 1 заменой й 1 на й 2 , т. е. нечетной 
перестановкой Итак, после свертки с | эти члены дадут 
— й 2 (|)(й' Л й 3 Л ... Л й р Л й р+1 Л ... Л й р+р ). Аналогич- 
но рассматриваются свёртки й 3 (|) (й 1 Л й 2 Л й 3 Л в 4 Л •..) 
и т. д. Первые р свёрток как раз и есть р(|) Л й, поскольку 
в них входят лишь один-формы из р. 
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Оставшиеся <7 свёрток суть, с точностью до (общего) зна- 
ка, зависящего от степени р, свёртки один-форм из а с |, 
внешне умноженные слева на р. Таким образом, первый член 
такого типа — это (— 1) р й р+1 (|)(й' А ... Д й р А й р+2 Д ... 
. ..Лй р+р ), и все остальные тоже имеют вид ( — 1) р , умножен- 
ная на некий член разложения р Д й (|). 

4.10. В декартовых координатах Ш— ПХ V имеет компонен- 
ты (Д 2 К 3 — Ц 3 Ѵ 2 , Д/ 3 !/ 1 — Т/ 1 1/ 3 , ІЛК 2 — І/ 2 У‘). Для ші 2 з=1 
формула (4.20) принимает вид * (II X V) 12 = (1/ X Ѵ) г и т. д., 
что и доказывает равенство (4.22). 

4.11. (а) Правая часть равенства, следующего за (4.35), есть 
сумма (р + 1)! слагаемых. На следующей строке сначала вы- 
писаны р! слагаемых, у которых нижний индекс і идет пер- 
вым. Дальше идёт взятая с правильным знаком сумма р! 
членов, имеющих первым нижним индексом т. Последняя 
строка получается после суммирования по і (8‘і — п). 

(Ь) Чтоб перейти от «-дельты к р-дельте, применим (4.36) 
п — р раз и получим множитель 1 -2- ... • (п — р), требуемый 
в (4.37). 

4.12. (а) Ключевой пункт: е. ; . к А и А 1 ' . .. А пк ~А п [& і! к А 21 ... 
А пк ) + А' 2 (е 2! к А 21 ... А пк )+ ... = А 11 (е а ^А 2а А п *)~ 

Л 12 (е а р Л 2а . . . Л* 15 ) -| ..., причём в последней строчке 

греческие индексы принимают лишь п — 1 значений: в первой 
сумме пропускается 1, во второй 2 и т. д. Как следует из 
(4.39), р-й член в разложении — это определитесь матрицы 
размера (п — 1)Х(п — 1), полученный исключением первой 
строки и р-го столбца из исходной матрицы. 

(Ь) Правая часть (4.39), очевидно, меняет знак при взаим- 
ной замене индексов 1 и 2; отсюда можно вывести требуемое 
равенство. 

4.13. Пусть Л‘Ѵ — матрица преобразований базисных один- 
форм: й‘ = Л V Ах' . Тогда й = Л 1 /' . . . ЛѴЗѴ Л . . . Д ЗУ — 
А 1 /' . . . Л'Ѵе' к ЗУ Д ... Д бУ == бе1 (Л) ЗУ Д . . . Д Ах 1 . 
Но закон преобразования метрики имеет вид = ЛД,Л г к1 - 
если взять определитель от обеих частей этого матричного 
равенства, то мы получим бе! (§ гг ) — [беі (Л)] 2 беі (ёц)- (За- 
метим, что, как следует из упр. 4. 12 (Ь) , определители матри- 
цы и её транспонированной совпадают.) Далее, поскольку 
исходный базис был ортонормированным, то беі (^,7 = ± 1 ) , 
откуда следует, что беі (Л) = [ беі | |/2 , чем требуемый ре- 
зультат и доказан. 
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4 . 14 . (а) Это частный случай свойства ( 2 ), когда а есть нуль- 
форма / ; ёё^г «исчезает» по свойству (3). 

(Ь) Это очевидно. 

4 . 15 . К г ,*' = АѴ(Л < 'іѴ')./ = лѴа'> / . / + ЛѴа''і./Ѵ'. Второй 
член преобразуется не по тензорному закону. Далее, в [Ц, V} 1 
два «неправильных» члена дают І>’Ѵ 1 А‘ і, у — У ! Ц 1 А 1 /, у. Эта 
сумма равна нулю, поскольку Л‘ у = Л‘ /, у = дѴ /дх'дх 1 . 

4 . 16 . гоі (§гаё /) = ’ё (ё/) = *(ё<Д) = 0. 

ёіѵ (гоі а) = ё* (*ёа) = ё (’*ёй) = ёёа = 0. 

4 . 17 . Первое выражение в (4.64) — это ёсс = 0, записанное в 
компонентах. Следующий шаг делается так же, как в 
упр. 4. 11 (а). Второй член в правой части (4.64) получается 
из первого заменой / на /, это приводит к изменению знака 
и показывает, что эти члены равны. 

4 . 18 . ёіѵ (а) = ё*й = 0 =>• *а = ёЯ при некотором б =>- Я = 
*сГб — гоі (В) . 

гоі (а) = *ёа = 0 =»■ ёй =0 =>■ а — ё/ = §гаё (/) . 

4 . 19 . Выберите векторный базис (ё\, ё 2 , ..., ё„), такой что 
(ё 2 , ■■■, ё п ) касательны к діі-. Я(ё р )== 0 при 2 ^ р ^ п. Это 
значит, что Я(ёі)=т^0, поскольку у Я должна быть по крайней 
мере одна ненулевая компонента. Так как ё — «-форма, то 
у неё всего одна независимая компонента, равная ё(ёі, . . . , ё п ) 
= (Я Аа)(ёі, ..., ёп) ■ Единственный ненулевой член здесь 
отвечает свёртке Я с ёі, поэтому мы получаем Я(ё і)ос(ё 2 , .... ё„). 
Но а(ё 2 , ..., ё„) — это единственная компонента а \ ди в этом 
базисе, и, следовательно, она равна ё(ёі, ..., ё„)/п(ё і). Сама 
по себе а задается неоднозначно: при любой функции / форма 
а + /'Я так же хорошо подходит. Далее, единственное усло- 
вие на форму Я — это её ортогональность к <ЗД. Это значит, 
что в нашем базисе Я имеет компоненты («’, 0, .... 0), и оче- 
видно, что для любых двух Я и Я' мы имеем Я = рѴ. Но из 
предыдущего рассмотрения следует, что а|зп переходит при 
этом в 1 а|йп , следовательно, п(1)а\ои не меняется. 

4 . 20 . Действуя так же, как в случае (4.76), находим 
Я [ й(!) ] = (/|‘) ,,-хёх 1 А ... А йх п = 1-НІѴ),ій. 

4 . 21 . Используя упр. (4.13), покажите, что метрика в сфери- 
ческих координатах задаётся матрицей ёіа§(1, г 2 , г 2 зіп 2 Ѳ). 
Тогда выражение для ёіѵ | получается, если положить { = 
л 2 зіп Ѳ в (4.80), 
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4.22. Из (4.67) следует, что ^ (рй) = Я [рй (К)] = Я [й (рК)] == 
сііѵ (рЕ) й. 

4-23.^ (а) Поскольку й (|) = дуализация (4.77) прямо даёт 

(b) *Р — это (п — р) -форма, Я* Р — это (п-р-\- ^-фор- 
ма, следовательно, *Я* Р — это ( р — 1) -вектор. Равенство 
(4.83) доказывается простым обобщением (4.76). 

(c) ((II ѵ й Р) і - / = ГЧ/^-0. й . 

4.24. (а) Если й = йа, то ^ й = ф а, но последний интеграл 
равен нулю, поскольку границы нет. 

(b) Яй = Яд л А йх 2 Д йх 3 — это обычная форма объёма, 
поэтому если Б — единичный шар (внутренность 5 2 в Р 3 ), то 

== °^ ъ ® м ша Р а = 4л/3. По теореме Стокса ^ Яй = 

“ 1$»- Далее, любая два-форма на двумерном многообра- 
зии замкнута, поскольку все три-формы тождественно равны 
нулю. Таким образом, й замкнута, но (а) для неё не выпол- 
нено, следовательно, она не точна. 

( c ) ^Нам дана форма р, определённая всюду на 5 2 , такая 
что Яр = 0. Проинтегрировав Яр по любой области на сфере 
5 2 , ограниченной замкнутой кривой <&, мы находим, 

что для лю б°й ^ ■ Это может иметь место, 

только если р = б/; в противном случае нашлась бы кри- 
вая по которой р имела бы ненулевой интеграл. На самом 
деле / легко строится явно: положим / в некоторой точке Р 
равным произвольному числу в любой же другой точке С} 

положим / (<2) = /о + ^ Р. где интеграл берётся по произволь- 
ной кривой, соединяющей Р и С}. Условие (^р = 0 гаранти- 
рует, что /(<2) не зависит от выбора кривой. 

4.25. (а) Свойство (і) и (іі) тривиальны. В случае (ііі) поло- 
жим а — р = ЯД 1 , р — у = ЯД 2 ; тогда а — у = Я (^ + Д 2 ). 

(Ь)_ Докажите сначала, что если р, « а, и р 2 « й 2 , то 
«Рі + бр 2 ^аа 1 +6а 2 для любых вещественных чисел а, Ь. Это 
просто, поскольку существуют р, и р 2 , такие, что р, = й, + ЯДі 

и Рг = «2 + ЯД 2 =^аРі + 6р 2 = айі + йй 2 + Я (ар! + йД 2 ). Итак, 
мы можем самосогласованно определить линейную ’комбина- 
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цию аА\ + ЬА 2 классов эквивалентности Л] и Л 2 как класс 
эквивалентности, порождённый той же линейной комбина- 
цией любых двух элементов из этих классов. Теперь можно 
смотреть на классы эквивалентности как на векторы из век- 
торного пространства: нулём будет класс нулевого вектора 
из І р , противоположным классу Л — класс —Л, и т. д. 

(с) Возьмём вектор вида (0, Ъ) в Я 2 . Что входит в его 
класс эквивалентности? Это все векторы (0, Ь) + (а, 0) с про- 
извольным а и заданным Ь. Геометрическое место точек, в 
которых кончаются эти векторы, есть прямая, параллельная 
оси х и удалённая от неё на расстояние Ъ. В этом смысле мы 
можем отождествить пространство классов эквивалентности 
с конгруэнцией таких линий. 

4.26. Указанное векторное поле нигде не может обращаться 
в нуль, поскольку у нашего отображения нет ни одной не- 
подвижной точки: неподвижная точка соответствовала бы 
блоку ( + 1) в канонической форме Т, но таких блоков там 
нет. Заметьте, что решающим здесь является факт нечётной 
размерности сферы. 

4.27. (а) Это тривиально. 

(b) Н п ~ { (5 я - 1 ) — это одномерное векторное пространство 
(Я 1 ), поэтому два любых класса эквивалентности кратны 
друг другу. Поскольку (о не точна, она принадлежит ненуле- 
вому классу эквивалентности. Из упр. 4.25 (Ь) следует, что в 
любом классе найдется элемент кратный ы, поэтому для лю- 
бой формы а существует число а, такое что форма а — асо^ 0, 
т. е. точна. Проинтегрировав по. 5 П_1 , получим значение а. 

(c) Если а — ай = бр, то р — это (и — 2) -форма. Обозна- 
чим через V вектор, дуальный к ней относительно й : V = *|3> 
или р = (— 1) га Т. Тогда бр = (— 1)"(біѵ й Ѵ)а>. Если / — функ- 
ция, дуальная к а, то мы получаем (/ — а) й = (— 1) п (бі\ й V) й. 
Эта формула равносильна доказываемой. 

(б) В этом случае й = х2у — убх — 6Ѳ на единичной 
окружности, где Ѳ — полярный угол. Любую другую один-фор- 
му а можно записать как §(Ѳ)бѲ, и, следовательно, нам надо 
найти функцию /(Ѳ), такую что б/ = [^(Ѳ)— а] 6Ѳ всюду. По- 
скольку б7 = (б//бѲ)бѲ, то / есть решение уравнения 6//6Ѳ = 

#(Ѳ) — а, т. е. / = \ § 6Ѳ — аѲ. Чтоб / была непрерывна, потре- 
буем, чтобы / (0) = / (2л), или, что равносильно, 2яа = ^ ^6Ѳ. 

Это как раз то условие, которое было получено выше, в 
пункте (Ь). Обращая рассуждения того пункта, мы можем 
заключить, что Я 1 (5‘) == 
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4.28, (а) I строится так же, как в упр. 4.24 (с). 

(Ъ) Предположим, что М односвязно, и пусть а — произ- 
вольное достаточно гладкое поле один-форм на М. Тогда ^ а 

гладко меняется при стягивании кривой 8 . Но 8 всегда мож- 
но сделать достаточно малой, чтоб она оказалось внутри об- 
ласти, в которой справедлива лемма Пуанкаре (§ 4.19), т. е. 

^а = 0. По непрерывности (объединяем несколько малых 

кривых в одну большую) отсюда следует, что ^й = 0 для 

любой замкнутой кривой 8. Тогда из (а) следует, что Н 1 {М) 
= 0. Аналогично доказывается и обратное утверждение. Если 
Н 1 (М)=/= 0, то существует замкнутая один-форма а, которая 
не точна. Из пункта (а) вытекает, что существует по крайней 

мере одна замкнутая кривая 8 в М, на которой ^ а ф 0, 
Если эту кривую можно гладко стянуть в точку, то для всех 
достаточно малых её «стягиваний» 8' мы получим \ й = 0 . 

Рассуждая, как раньше, приходим к противоречию: ^й = 0. 
Следовательно, 8 сжаться в точку не может. 


4.29. Все линейные комбинации векторов {ёі ё т ) и толь- 

ко они аннулируются каждой из один-форм {й ш+1 , .... й"}, 
поэтому полные идеалы этого набора и исходного совпадают. 
Пусть р — ( 7 -форма, аннулирующая каждый вектор из Х р \ 
разложим её по базису один-форм. Каждый член разложения 
будет внешним произведением ^ один-форм, причём он дол- 
жен содержать хотя бы одну из форм {й т+1 , ...,й"}. В про- 
тивном случае этот член не будет аннулировать все векторы 
из Х р . Такое разложение (3 можно записать, как указано в 
упражнении. 

4.30. Как в упр. 4.29, разложим у по базису один-форм {йі, . . . 
..., а т , й т+1 , ..., й ге }. Если у принадлежит указанному 
идеалу, то в каждом члене разложения есть по крайней мере 
одна из форм {а и ..., а т } и потому (4.90) выполнено. Об- 
ратно, если у — ( 7 -форма (у ^ п — т), удовлетворяющая 
(4.90), рассмотрим набор векторов {х, у 2 , . .., Ут+ц), где х 
принадлежит аннулятору Х р форм а/, а уі нет. Пусть (т + д)- 
форма из (4.90) действует на этот набор. Нетривиальные 
члены будут получаться лишь тогда, когда х будет аргумен- 
том у. Если (4.90) выполнено и в этом случае (при произволь- 
ных уі ) , то у(х) = 0 для любого х из Х Р . Это и значит, что 
у принадлежит нашему полному идеалу. Остаётся рассмо- 
треть случай ^ + т > п, когда (4.99) превращается в тож- 
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дество. Но тогда разложение у по выбранному базису будет 
содержать хотя бы одну а, в каждом слагаемом и, следова- 
тельно, у принадлежит идеалу. 

4.31. (а) Пусть р принадлежит полному идеалу набора {а/}. 
Тогда существуют {у‘}, такие, что р = 22 ѵ‘ А «і и Яр = 
= ^ (йу 1 Д а І + у' Д За,/). Первое слагаемое лежит в идеале; 
то же верно и для второго, поскольку Яй/ можно представить 
как 2 у к А а к . 

(b) Используйте (4.90) и то, что р-формы при р > п тож- 
дественно равны нулю. 

4.32. (Ь) У каждой кривой, удовлетворяющей условиям I] = 
сопзі, V = сопзі касательный вектор аннулирует йіі и йѴ, 
а следовательно и а и р, а потому лежит в Ж. 

(c) Используйте критерий (4.90), чтобы определить, при 
каких условиях Яа и Яр принадлежат указанному идеалу. 
Это потребует сложных вычислений, в которых будет полезно 
данное в задаче указание. Имеем, например, В А ЗА — 0. 
В результате можем записать За А а А Р = Я/ А Я# А 
[— (йС + А А С + В А Р) + І(М + В А Е) + ё (ЗВ + Л А В +’ 
+ 5 А В)]. Это выражение должно обращаться в нуль всюду 
на многообразии. Член в квадратных ско_бках пропорциона- 
лен форме йх А йу, не зависящей от й{ А й§, поэтому он дол- 
жен обращаться в нуль. Поскольку А, В и т. д. от / и § не 
зависят, он обращается в нуль тогда и только тогда, когда 
в нуль обращается каждое из трех его слагаемых. Отсюда 
получаем три первых условия. Остальные получаются из 
Яр А а А Р = 0. 

(б) Вынесите Зх А Зу из каждого члена. 


4.33. Яу = со 2 (Зх А а + х За) + Я(/АР + уЯр = — ® 2 у Зх А Зі— 
с о 2 хЗу А Зі + аРхЗу А Зі + ® 2 уЗх А Зі = 0. Так же легко про- 
верить (4.97). 

4.34. Рассмотрим скалярное произведение (ѴУ/ Ш ) • (’ЗГ [т ) — 
=8ав(8 ас У 1т,с){ &ову 1 т,о)=® ос У ш,с у іт.О’ которое обращается 
в нуль в силу антисимметричности со ос . Поскольку метрика 
положительно-определённа, эти векторы могут быть парал- 
лельны, только если они равны нулю, что может быть (при 
ІФ 0) лишь в изолированных точках. 

6.1. Вынесите 65 Л &Т и умножьте на Р 2 . 
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5.2. (а) = 0 — й [ш ({/)], поскольку 6(5 = 0. Так как фа- 

зовое пространство удовлетворяет условиям леммы Пуанкаре 
(§ 4.19), существует функция Н, такая что а>(й) = йН, от- 
куда и следуют (5.16). 

_(Ь) Используя &у\ — покажите, что если О 

и У — гамильтоновы векторные поля, то то же верно и для 
[II, V]. Это и есть скобка в алгебре Ли гамильтоновых век- 
торных полей. 

5.3. й антисимметрична. 

5.4. В компонентах всё получается тривиально. 

5.5. Доказывается так же, как равенство а(Ѵ) = йН в 
упр. 5.2 (а). 


5.6. (Ь) Устанавливается прямым вычислением. 

(с) Используем (5.32): {/, к}} = х 1 Х в (к)- {д, {к, /}} = 

— (5, {/, Ь}} = -Х е Х { (к)- {к, {/, ^}} = Х {{ , в) (к). 


5.7. (Ь) ^усг = 0, потому что ^5 = 0, но = (сііѵ д Ц) а. 

5.8. Очевидно, что и, поскольку у X; нет им- 

пульсных компонент, ді/дх 1 — 0 и дИдРі = — V х Итак / = 
—Ц'Рі. ' 


5.9. Используйте преобразование 


(Л Г / ) = 


10 0 0 \ 

0 созѲ — зіп Ѳ О 

0 зіпѲ созѲ 0 

0 0 0 1 / 


5 . 10 . (а) Три-форма в четырёхмерном пространстве имеет С 
независимых компонент. 

(Ь) Например: Р [ху , г] = 0 Р ху , г + Р гХі у + р увх = 0 = 

Вг,г + В УіУ + В Х}Х . Это— (5.52с). 

5 . 11 . Перемножьте матрицы. 


5 . 12 . Например: Р Іѵ іѴ = р Іх іХ + Р ( у у + р 1 * г = 

Е г , г . Это даёт (5.526). 


Е х ,х ~Ь Е 


У, У 


+ 


5 . 13 . (а) СР) (Х = 1 (® угіх Р«* + со 2 ^ад = Р^ = Вх . 

СПху = 4 Ы Х уР и + *гі Ху Р гІ ) = Р и = Е г . 

Искомая матрица совпадает с (5.53), если Д->— Ві. 

(Ь) Это следует из упр. 4.23. 
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5.14. (а) Покажите, что первое уравнение даёт Ѵ-В = 4яр т , 
и т. д. 

(Ь) бб*А = 0 => 67 = б [6 (Г)] = (сііѵй /) 5. 

5.15. (а) Это легко доказывается в компонентах. 

(b) Поскольку для интегрирования нужно взять ограни- 
чение на 36, то *7 выступает как три-форма. 

(c) Ограничение *7 на 36 — это I* йх А Зу А йг. Ограни- 
чение Р на дЗЗ (поверхность с постоянными і и г) — это 

*Р Ѳ ф Яб Д Яф. Однако *Р вѵ = \ {^ ІГ % Ч> Р ІГ + ® г т ргі ) = г2 зіп ® Е г- 
(Вспомните равенство (4.40) и упр. 4.21.) Таким образом, в 
обычных обозначениях интеграл принимает вид ^ р3 3 х — 

= (^> Е г г 2 $іп Ѳ ^0 сйр. 

5.16. (а) Рассмотрите, например, ( I , х) -компоненту (5.64): 
р іх = А х ,( — А{,х. Сравните это с обычным определением: 
Е х = (р,х + Ах,і. Поскольку Р іх = —Е х , то всё отсюда и сле- 
дует. С остальными уравнениями это совместно. 

(b) Ф~>Ф + А‘ — > А‘ V,/. 

(c) Для статического заряда ^ в начале координат все 

компоненты В равны нулю, а Е = уг~ 2 е,. Отлична от нуля 
лишь компонента (*^)е<р, равная (как в упр. 5.15) ц зіп Ѳ. 
Отсюда а ф ,ѳ — а ѳ>ч > = дзіпѲ. Возможны два решения: {а Ф == 
— дсозѲ, а ѳ = а^ = а/- = 0} и {аѳ = — ^фзіпѲ, = 

а г = 0}. Они отличаются друг от друга на калибровочное пре- 
образование и оба обращают в нуль все остальные компо- 
ненты да. Но ни одно не задаёт корректно определённой 
один-формы: первое не определено в полюсах 0 = 0 и 0 = я, 
второе многозначно. 

5.17. Это очевидно. 

5.18. = [й, т 1 = ё/ЧГ , - ѵг\ ,■ = с/ V \ і + ѵ а ѵ\ 0 - 

\Ѵ а Ѵ\ а. где сумма по а берётся только по ( х , у, г). Ответ сле- 
дует ИЗ ТОГО, ЧТО V* = 1 и ІА, а = 0. 

5.19. Ответ следует из того, что Л* х — ді'/дх — 0, Л V = 
= <?//< дх' = 0. 

5.20. йр — {др/др)3р А~(др/д5)35. Это обращает (5.77) в 
нуль, поскольку 65 Л 65 = 0 = бр Л бр. 

5.21. Возьмите дуализацию (5.80), как в (5.82), и найдите 
компоненты. 

5.22. Воспользовавшись (3.37) в декартовых координатах, по- 
кажите, что (5.85) и (5.86) принимают нужный вид. По- 
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скольку это тензорные равенства, то, будучи верны в одной 
координатной системе, они верны и во всех системах. 

5.23. В группе изометрии, 50(3), очевидно, имеются элементы, 
переводящие любую точку сферы в любую другую точку: 
просто проводим через эти точки большой круг и выполняем 
поворот вокруг оси, перпендикулярной плоскости круга. По- 
этому 5 2 однородна. Группа изотропии точки Р состоит из 
всех вращений, оставляющих Р неподвижной. Очевидно, что 
они образуют подгруппу 50(2) в 50(3), следовательно, 5 2 
изотропна. 

5.24. (а) Поскольку V' 1 должны обращаться в нуль в точке Р 
(группа изотропии оставляет Р неподвижной), их разложе- 
ние Тэйлора имеет вид (5.96) с некоторыми матрицами А‘,-. 
Из (5.89), учитывая, что в наших координатах ГГ/ — 0 и нет 
разницы между верхними и нижними индексами, мы получаем 
условие (5.97) : Л Г + А ! і = 0. 

(b) (5.98) получается простым вычислением. 

(c) Алгебры Ли группы изотропии и группы 50 (т) сов- 
падают, следовательно, и сами группы совпадают, по край- 
ней мере в некоторой окрестности единичного элемента. Но 
у точки Р есть малая окрестность, взаимно-однозначно ото- 
бражающаяся на окрестность начала координат в Р т , а из 
пункта (а) следует, что их поля Киллинга отображаются друг 
в друга с точностью до 0(х 2 ). Поэтому их преобразования 
изотропии можно привести в 1-1-соответствие, и наши группы 
совпадают. 

(б) Если д не положительно-определённа, то в нашей си- 
стеме координат поднятие и опускание индексов может из- 
менить знак. Тогда правильно записанное (5.97) — это Д-,- = 
— А/і, а не А‘,- = — АД и алгебра Ли группы изотропии не 
состоит из антисимметричных матриц. 

5.25. (а) Геометрически линии Ѳ = сопзі, ср == сопзі опреде- 
ляются как интегральные кривые поля п. Если бы радиальное 
расстояние между сферами было различно по разным направ- 
лениям, то многообразие не было бы изотропным. Поэтому 
§гг не зависит от Ѳ и ф. 

(Ь) Около точки Р мы можем построить координаты, как 
в упр. 2.14, а затем перейти к сферическим координатам та- 
ким же преобразованием, как в плоском пространстве. Эти 
новые координаты совпадают (при г->0) с координатами 
в (5.100), поскольку площадь поверхности сфер определяет г. 
Таким образом, (5.102) выполнено. 

5.26. Доказывается прямым вычислением. 

5.27. Они соответствуют "С,іт — сопзі. Легко видеть, что норма 
такого вектора стремится к нулю при г-> 0, следовательно, 
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он принадлежит алгебре Ли группы изотропии. Рассматри- 
ваемая группа изотропии, 50(3), трёхмерна, и множество 
всех векторов Киллинга, порождённых тремя константами Ѣт, 
тоже трёхмерно, поэтому такими векторами исчерпывается 
вся группа изотропии. 

5.82. Перейдите к декартовым координатам или вычислите 
норму вектора с Ѵ т — 1 и (; 1т = 0. 

5.29. Очевидно, что /=1=^5 есть Е 3 . Далее, д/дх — 

СОЗ ф ЗІП Ѳд/д Г + Г -1 С05 ф соз Ѳ<Э/<ЗѲ — /— 1 ЗІП ф соз Ѳ д/дц) — это 
вектор Киллинга, порождённый Ѵ } = Ѵ-і = (2зт/3) 1/2 , — 0. 

5.30. Из вторых и третьих диагональных компонент матриц 
( 5 . 119 ) мы получаем г=зіп%/УК и г — зЬх/УК соответ- 
ственно. Остаётся проверить, что первая диагональная ком- 
понента получится, какая надо. Например, в случае К > 0: 
ё%г — ёгг(дг/д%) 2 = (I — Кг 2 )-' со5 2 %/К = 1/К, как и требо- 
валось. 

5.31. т — г соз х, х = г зіп % зіп Ѳ зіп ф, у = г зіп х зіп Ѳ соз ф, 
г = г зіп х соз Ѳ. Тогда, например, = (дю/дѲ) 2 + (дх/дв) 2 + 
(ду/дѲ) 2 -\-(дг/д$) 2 — г 2 зіпх- Для полного совпадения оста- 
ётся положить г 2 — К~ 1 . 

5.32. (а) Центральный пункт состоит в том, что при К < О 
площадь/4л (радиальное расстояние) 2 = зЬ 2 %/х 2 > 1. Рассмо- 
трим сферу в подмногообразии пространства Е п . Вслед- 
ствие положительности метрики в Е п расстояние от центра 
сферы до её поверхности вдоль кривой в любом подмногооб- 
разии Е п всегда больше, чем «настоящий» радиус сферы. По- 
этому для любого сферически симметричного подмногообра- 
зия в Е п площадь/4я (радиальное расстояние) 2 ^ 1. Таким 
образом, открытая Вселенная не может быть «погружена» ни 
в какое эвклидово пространство с сохранением метрики. Это 
верно даже тогда, когда открытая Вселенная имеет положи- 
тельно-определённую метрику! 

(Ь) Рассмотрим гиперболоид — I 2 + л: 2 + у 2 + г 2 — К~' 
(<0) в пространстве Минковского. Зададим обычные сфери- 
ческие координаты: х = г зіп Ѳ соз ф, у — г 5Іп Ѳ зіп ф, 2 = 
г соз Ѳ; тогда это подмногообразие задается как I— (г 2 — К ~') |/2 . 
Компоненты метрического тензора будут § гг = —(д1/дг) 2 -\- 
(дх/дг) 2 (ду/дг) 2 (дг/дг) 2 — ( 1 — Кг 2 )-'. Аналогично §ѳѳ 
= г 2 , ^ фф = г 2 зіп 2 Ѳ. Таким образом, гиперболоид изометри- 
чен открытой Вселенной. 

6.1. Воспользуйтесь определением тензора. 

6.2. Прямой подсчет по (6.6) с учётом ё г < = Л"Ѵё т . 
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6.3. Тривиально. 

6.4. Базисный вектор ёѳ на рис. 6.1 не меняется при переносе 
по направлению Ѳ: Ѵё ѳ ёѳ = 0. Поэтому мы получаем из (6.6): 

Г ф ѳѳ = Г° ѳѳ = 0. Представим, что вектор в точке О на рис. 6.2 
это ё ф . Тогда при переносе по направлению Ѳ будет оста- 
ваться неизменным лишь его направление, но не длина, по- 
скольку при приближении к полюсам ё Ф ->0 в отличие от 
переносимого вектора. А именно, |ё ф | = зіп Ѳ, и мы получаем 
ё ф (Ѳ + 6Ѳ) — ё ф (Ѳ) = ё ф (Ѳ) [6 (зіп Ѳ) /зіп Ѳ], или Ѵё 0 ё ф = сі§Ѳё ф , 
т. е. Г ф ч ѳ = с!§ Ѳ, Г ѳ фѳ = 0. Со- 
ответствующие производные по 
направлению ё, г вычислить 
труднее, поскольку кривые Ѳ = 
сопзі; не являются большими 
кругами. Рассмотрим точку Р: 

Ф — 0, Ѳ — Ѳо. На рис. П. 1 мы 
изобразили окрестность Р так, 
как её видит стоящий в этой 
точке наблюдатель. Линия 
Ѳ = Ѳо, проходящая через Р, — это кривая, касающаяся боль- 
шого круга, который выглядит на рисунке как прямая линия. 
Рассмотрим точку <3 с ф — 6ф -С 1 на круге Ѳ = Ѳ 0 . Чтоб вы- 
числить, скажем, Ѵе ф ё ф в Р, нам нужна разность ё ф ((2) — 

ёф (Р) с точностью до первого порядка по 6ф. Поскольку наши 
координаты не декартовы, то мы не можем просто взять раз- 
ность компонент векторов в двух разных точках. Вместо этого 
мы зададим на большом круге векторное поле V, перенеся 
ёф (Р) вдоль него параллельно, т. е. сохраняя вектор каса- 
тельным и не меняя его длины. Точка Р с координатой ф — 8ф 
очень близка к <2, расстояние между ними порядка 0(6ср 2 ). 
Поэтому с точностью до первого порядка мы можем взять за 
основу вектор Ѵ(Р) и аппроксимировать ё ф (<2) — ё Ф (Р) раз- 
ностью ёф(<2) — Ѵ(Р), которую мы уже можем вычислять, 
просто взяв разность компонент. Итак, в наших координатах 
ёф всюду имеет компоненты (0, 1). Найдём V. Большой 
круг — это пересечение сферы х 2 + у 2 + г 2 — 1 с плоскостью 
х = 2ІдѲо. Поэтому в сферических координатах уравнением 
большого круга будет зіп Ѳ = зіп Ѳ 0 ( 1 — соз 2 Ѳ 0 зіп 2 ф) 1/2 . Счи- 
тая ф параметром, находим касательный вектор (ёѲ/ёф, 1) = 
(зіп Ѳ 0 соз Ѳ 0 зіп ф/( 1 — соз 2 Ѳо 5Іп 2 ф) , 1 ) . При ф = 0 (точка Р) 
он равен ё ф (Р), а при ф = 6ф (точка Р) это будет 
(зіп Ѳ 0 соз Ѳ 0 6ф, 1), с точностью до первого порядка. С той же 
точностью он имеет ту же длину, что и ё ф (Р), значит, это на 
самом деле вектор Ѵ(Р). Таким образом, мы получаем 
Ѵй ф ё ф = Нгпбф+о (ё Ф (<2) — V (Р))/6ф = (— зіп Ѳо соз Ѳ 0 , 0). Отсюда 
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следует, что Г ѳ фф = — зіп Ѳ созѲ, Г ф фф =0. Аналогичные вы- 
числения для Ѵг ф ёе дают Г ф 6ф = сі^Ѳ, Г ѳ е<р — О- 

6 . 5 . (&’, ё к ) = Ь І к =>(\7 1 & 1 , ё к ) = — {а\ Ѵ,ё й > = — ГД,. Таким 
образом, Ѵ,ш' — это один-форма, к - я компонента которой рав- 
на — Г’кі, как и требуется в (6.8). 

6.6. Используйте упр. 6.5 и действуйте так же, как при вы- 
воде равенства (6.10). 

6 . 7 . Действуйте, как в предыдущем упражнении. 

6 . 8 . В координатном базисе [ё,, ё,] = 0. 

6 . 9 . Надо показать, что Т линеен по своим аргументам^ На- 
пример, по О: Т ( ; /Й, V) — Ѵ ? уГ — Ѵу(Ш) ~~ [Ш> — 

— I (Ѵуй — ѴрЙ — [й, V]) — йѵ ѵ (!) + й&у (!). Члены с произ- 

водными от / сокращаются, следовательно, Т действительно 
линеен по этому аргументу. 

6 . 10 . Доказательство аналогично доказательству упр. 6.9. 

6 . 11 . Достаточно показать это для скаляров (где оба значка 
означают одно и то же) и векторов (что составляет содержа- 
ние (6.13)). Поскольку оба правила дифференцирования 
обобщаются на тензоры старшего ранга с помощью (6.3), мы 
получаем ответ для всех тензоров. 

6 . 12 . Очевидно. 

6 . 13 . Доказывается прямым вычислением. 

6 . 14 . (а) В координатном базисе [ё,, ё,\ = 0, Ѵ,Ѵ ; ё* = ѵД г *,ё/= 
= I Л/, іёі + 1 = Г 1 к , , 1 ё 1 + Т 1 к ,Т т н ё т . Антисимметриза- 
ция по і и / и переобозначение индексов приводят к ответу. 

(b) Очевидно. 

(c) (6.23а) сразу следует из (6.19), но (6.23Ь) надо до- 
казывать. В нормальных координатах в точке Р имеем 
Г*/* (Р) = 0; значит, Р 1 ы, (Р) = ГС,,, — ГД,,,. Тогда Шіт,} — 
Т 1 кі ,і — Г'*,,, + ГД*,/ — Т 1 ік,і + Г 1 ,,.* — Т 1 „,к — 0, поскольку Ѵ, к 

= П/. 

(б) То что индексов 4, означает, что мы начинаем с п' 
компонент. Равенства (6.23а) — это п 2 ■ п (п I) отдельных 
соотношений, поскольку индексы I и к свободные, а симме- 
тричных пар (і /) имеется \ п (« + 1) штук. (Их столько же, 
сколько независимых компонент у симметричной матрицы 
размера пХп.) Связи (6.23Ь) совершенно не зависят от 
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(6.23а), поскольку в них входят лишь /?'*[, У ]. Всего в этом ра- 
венстве п(п 1) (я — 2) /3 1 различных антисимметричных 
троек (кЦ ) ; с учётом произвольности I это дает третье сла- 
гаемое в (6.24) 

6.15. В нормальных координатах в точке Р имеем Р 1 кг1<т = 
Р кіі,т = Т 1 кі,ип — Г І кі,іт\ первый член симметричен по (7т), 
второй — по (/яг), поэтому в (6.25) оба обращаются в нуль.’ 
Связь с тождеством Якоби следует из (6.19). 


6.16. (а) е Г — соз Ѳе х + зіп Ѳе у , е е = — г $іпве х г со$дё у => 
Ѵе ѳ ё г = зіп Ѳё х + соз Ѳё у = г~‘ё ѳ => Г ѳ гѲ = г~\ Г г гѲ = 0. Дру- 
гие равенства выводятся так же. 


(Ь) Ѵ Г . Г = Ѵ Г , Г ; 
П В = V е , ѳ + ѵ г /п 
V е в. 


Ѵ г ,ѳ= V, ѳ — гѴ ѳ \ V е г = Ѵ ѳ г + Ѵ»/г: 
V*. , = Ѵ г г + г~’Ѵ г + Ѵ Ѳ , Ѳ = г~ ! \гѴ г ), г + 


6.17. (а) к = + к у 1 ' } =ѵ і к< у + 

,і- Поэтому 1/ г /= =<ііѵ й 1/ при всех V тогда и только 
тогда, когда Ѵй = 0. 

(Ь) о, ...*./ = < о, . *, ,-Г^со, ...* = (/., -/Г т т/ )в ( .. *. 

6.18. (а) V— _[д (Л, В,)] = (у 7 д) (А, В) + д (ѴуА,_В) + д (Л, ѵ 7 

В)~ (Ѵтт-д)04. В). Это равно нулю для всех А, В, V тогда 
и только тогда, когда ѵд = 0. 

(Ь) Из равенства (6.29) следует, что §„, к — Г 1 1к §і, + 
Г Объединив различные § вместе, как в правой части 
(6.30), получаем нужный ответ. 

6.19. Нам надо показать, что из (6.30) следует Г',* = 

0 п Ы 1/2 )> Это будет нетрудно, если мы докажем, что = 
§ п §ч,Ь' (Это справедливо для определителя любой матрицы.) 
Начнем с равенства § = е‘ к § и .. . ц пк = #„(в" • . . . 

§пк). Отсюда видно, что если определить 

§пк, то мы получим 1 =§и§‘ 1 . Далее, § 2 іё‘ 1 = 0 в силу анти- 
симметричности е. Таким образом, мы имеем явное выраже- 
ние для матрицы, обратной к §,, : дч = ( (п — 1) |^)-і е н «х 
г ’ к ' ' ёіт ... §гт . Теперь воспользуемся результатом из 
упр. 4. 12 (Ь) : § — е >1 т г ,к г § ч §іь ... § тг /п\ и получим 

§ а = пе а т Е> к г §і,, а Цік ... §тг/п\ = Ці,,а§ 11 . Дальнейшее 

просто. 

6.20. Замените в (3.37) запятые на точки с запятой и исполь- 
зуйте равенство Ѵ,§, к = 0. 

6.21. Доказывается прямым вычислением. 
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6.22. (Ь) Просто вычесть из (6.24) число связей, содержа- 
щихся в (6.33), нельзя, поскольку среди новых связей не все 
могут быть независимыми от старых. Вместо этого мы начнём 
всё заново и займёмся парами индексов. Из (6.23а) следует, 
что имеется \п(п — 1) независимых пар, а (6.33) означает, 
что 7? есть симметричная матрица в пространстве размер- 
ности -т тп{п — 1) и, значит, имеет 4 [п(п — 1)/2] [п(п — 1) /2-)~ 
1 ] = п(п — 1 ) (п 2 — п + 2) /8 независимых компонент. Теперь 
(6.23Ь) содержит меньше независимых связей, чем раньше. 
Рассмотрим всевозможные тройки ( кі /) ( п(п — 1)(п — 2) /3! 
возможных наборов); будет ли каждый выбор I давать неза- 
висимую связь? Нет, потому что (6.23а) и (6.33) позволяют 
провести следующее преобразование: 3 кішп — К.ікц + Я.цы-\- 
Нщк — Ккііі + Яиц + Яыи — 3/?*[щ]. Это значит, что новую 
информацию мы получаем, только если все четыре индекса 
различны, т. е. всего связей будет п(п — .1 ) (п — 2) (п — 3) /4!. 
Этот ответ совпадает с данным в задаче. 

6.23. (а) Это следует из (6.33) и (6.23а). 

6.24. Геодезическая задаётся уравнением (6.16а). Из него 
видно, что Ѵуд(П, II) = 0; следовательно, если д (V, 0)Ф 0, 

то малые вариации пути не изменят знака д (Фх/ФЯ, Фх/ФЯ). 
Сначала займёмся пространственно-подобной геодезической. 
Из вариационного исчисления известно, что при вариации пу- 
ти 8х‘( Я) вариация 6 ^ (§ І/ Х І Х І ) 1/2 ФЯ с точностью до первого 

порядка равна — у ^ 6х 1 (Я)(— 2Ф {§ и Х І )ІА'к + § 1к< іХ г Х к ) X 

Х{ёцХ 1 Х ! у т АХ = ^ бхі (Я) (Г + Т 1 , к Х { Х к ) (ёиГХ 1 )- 112 ФЯ. 
(Точки обозначают здесь Ф/ФЯ.) Отсюда следует, что геодези- 
ческая является экстремалью. В случае времени-подобной 
геодезической практически всё то же. В случае нулевой гео- 
дезической надо разбить интеграл на части так, чтобы в каж- 
дой из них вариация была или времени-подобной, или про- 
странственно-подобной, или нулевой. 

6.25. (а) Пцф = Ѵ„Ф — іЛ й ф; (е'^ф) = Ѵц(е‘« , ф) — і (Л ц + 

+ Ѵ„ф) Ф = е і<р (Ѵцф — і Лцф) == 

(Ь) ОцО ѵ ф = ѴцѴѵФ — іЛ ѵ Ѵ^Ф — і (ѴцЛ ѵ ) ф— іЛ й ѴѵФ— А ѵ Л ѵ ф. 
Поскольку ѴцѴѵФ = Ѵ ѵ Ѵ й Ф, то мы получаем [й^, І) ѵ ]ф = 
— і(ФЛ)ф. 
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Эйнштейн 227 

Эстабрук (Р. ЕзІаЪгоок) 12 
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абелева алгебра Ли 121 

— группа 25 

автоморфизм внутренний 137 
аксиальная симметрия 113, 116 
алгебра Гроссмана 150 

— Ли 131 

— — абелева (коммутативная) 
121 

векторных полей 64 

группы Ли 120 

алгебраическое дополнение 32 
аналитическая функция 22 
аналитическое многообразие 60 
аннулирует 153 
аннулятор набора форм 191 
антидифференцирование 169 
антисимметричная часть 147 
антисимметричный тензор 146, 147 
антиэрмитова матрица 129 
атлас 40 

аффинная связность 242 
аффинный параметр 250 


база расслоения 53, 57 
базис 28 

— двойственный (дуальный) 74 

— декартов 88 

— координатный 50 

— левозакрученный 153 

— лоренцев 88 

— ортонормированный 87, 88 

— правозакрученный 153 

— псевдоэвклидов 88 
Бетти число 189 
биекция 19 
большой взрыв 240 
бра-вектор 68 

Б ь янки тождества 254 


Вейля тензор 260 
вектор 48, 50 

— ковариантный 68 

— контравариантный 68 
1Ѵ-вектор 158 


вектор-градиент 94 
векторное поле 50 
гамильтоново 207 

— - — Киллинга 114 

левоинвариантное 120 

— произведение 159 

— — двойное 165 

— пространство 27 
вектор-потенциал 220 
вес 163, 164 

взаимно-однозначное отображение 
18 

вихрь 225 

внешне ориентируемое многообразие 
157 

внешнее произведение 79, 149 
внешняя ориентация 157 
— • производная 169 
внутренний автоморфизм 137 
времени-подобная кривая 93 
Вселенная 227 

— замкнутая 239 

— открытая 239 

— плоская 239 

выделенная форма объёма 166 

Гамильтона функция 206 

— уравнения движения 206 
гамильтоново векторное поле 207 
гармоника осевая векторная 117 — 

118 

скалярная 117 

— сферическая 139 

векторная 198 — 199 

Гаусса теорема 184 
Гельмгольца теорема о циркуляции 

225 

генерирует 207 
геодезическая 250 

геодезически полное многообразие 
252 

гиперповерхность 104 

главное расслоенное пространство 
59 

гомеоморфизм 57 
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гомоморфизм 26 
гравитационное поле 260 
градиент 71, 246 
грассманова алгебра 150 
группа 25 

— абелева (коммутативная) 25 

— изотропии 229 

— когомологий де Рама 187 

— Ли 44 

— Лоренца 88 

— несвязная 126 

— ортогональная 127 

— полная линейная 123, 129 

— специальная ортогональная 127 

— — унитарная 129 

— структурная 

— унитарная 129 


двойное векторное произведение 165 
двойственное пространство 67 
двойственность 68 
двойственный базис 74 
де Рама группа когомологий 187 

теорема 189 

девиация геодезических 256 
действие группы транзитивное 229 
декартов базис 88 
декартово произведение 55 
дельта-символ 164 
дельта-функция 69 
детерминант 32 
дивергенция 172 

— ковариантная 257 
со- дивергенция 184 
динамическая система 213 

— — линейная 210 
Дирака дельта-функция 69 
дискретное множество 14 
диффеоморфизм 45 
дифференциальная структура 40 

— форма 149 

дифференциальный идеал 192 
дифференцируемость класса С к 21 
дуализация 158, 160 
дуальное пространство 67 
дуальный базис 74 

— тензор 159, 160 

единица 24 

естественные координаты 53 

жорданова форма 124 

закон преобразования 82 
ковариантный 82 

— — контравариантныЯ 82 

— сохранения 196, 225 


замкнутая Вселенная 239 

— система (в термодинамике) 204 

— форма 173 

замкнутый набор форм 192 


идеал дифференциальный 192 

— полный 191 
идеальная жидкость 222 
изоморфизм групп 26 
изотропии группа 229 
изотропное многообразие 230 
импульс 206 

О-импульс канонический 213 
инвариантное подпространство 139 
инвариантность калибровочная 264 

— относительно векторного поля 
112 

— — переноса Ли 97 
индуцирует (топологию) 15 
интеграл от формы 154 
интегральная кривая 59 

— поверхность 197 
инфинитезимальный генератор 124 

— дифференциал 72 
инъективное отображение 18 


калибровочная два-форма кривизны 
264 

— инвариантность 264 
калибровочное преобразование 220 
калибровочно-ковариантная произ- 
водная 264 

калибровочно-плоский 265 
калибровочные теории 261 
каноническая форма матрицы 124 
канонический (7-импульс 213 
каноническое преобразование 207 
Каратеодори теорема 204 
карта 39 

касательное пространство 50 

— расслоение 53 
касательный вектор 47 

— пучок 53 

квадратично-интегрируемая функ- 
ция 23 

кет-вектор 68 

Киллинга вектор (ное поле) 114 

— уравнение 259 
ковариантная дивергенция 257 

— производная 244 
ковариантный вектор 68, 83 
когомологий группа 187 

— теория 174 

кокасательное расслоение 71 
коммутативная алгебра Ли 121 

— группа 25 
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коммутатор 24 

— матричный 127 
коммутирующие операторы 24 
композитная система 203 
композиция 19 

компонента единицы связная 126 
компоненты вектора 28 

— один-формы 74 

— преобразования (оператора 30 

— тензора 79 
конгруэнция 60 
консервативная система 207 
контравариантный вектор 68, 82 
конфигурационное пространство 213 
координатный базис 50 
координаты 38 

— естественные 53 

— нормальные 252 
Коперника принцип 230 
космологический принцип 230 
космология изотропная 230 

— однородная 230 
кососимметричный тензор 146 
кососкалярное произведение 21! 
кривая 45 

— параметризованная 45 
кривизна 257 

Кристоффеля символы 246 
Кронекера символ 32 

обобщённый 164 

кручение 249 

Лагранжа уравнение движения 206 

— функция 206 
Леви-Чивиты символы 162 
левозакрученный базис 153 
левоинвариантное векторное поле 

120 

Лейбница формула 102, 103 
лемма Пуанкаре 175 
Ли алгебра 64, 131 

— группа 44 

— производная 100, 101, 103 

— скобка 62, 131 
ли-инвариантность 97 
линейная комбинация 27 

— независимость 27 
линейное преобразование 30 
линейность (полилинейность) 76 
ли-перенос 97 

лист слоения 106 
ли-тянутая конгруэнция 98 

— функция 97 
ли-тянутое векторное поле 98 

— поле один-форм 102 
Лиувилля теорема 210 
локальная тривиальность расслое- 
ния 55 


локально-плоское метрическое тен- 
зорное поле 91 
Лоренца группа 88 

— преобразование 88 
лоренцев базис 88 

Максвелла тождества 202 

— уравнения 215 

максимально-симметричное много- 
образие 232 
матрица 30 
• — антиэрмитова 129 

— вырожденная 32 

— единичная 32 

— невырожденная 32 

— преобразования 81 

— обратная 32 

— транспонированная 32 
матричное произведение 31 
метрика 86 

— индефинитная 88 

— Минковского 88 

— эвклидова 86 
метрическая связность 258 
метрический тензор 86 
Мёбиуса лист 56 
Минковского метрика 88 

— пространство 93, 94 
многообразие 37 

— аналитическое 60 

— внешне ориентируемое 157 

— геодезически полное 252 

— гладкое 40 

— дифференцируемое 40 

— изотропное 230 

— класса С к 40 

— максимально-симметричное 232 

— однородное 229 

— односвязное 131, 189 

— ориентируемое 58, 153 

— симплектическое 210 

— сферически-симметричное 233 
С*-многообразие 40 

модель заряда Соркина 219 

Уилера 218 

мультипликативность 253 

на 19 

накрывает 131 
накрытие двулистное 133 
непрерывность 19, 20 
несвязная группа 126 
норма 28 

— эвклидова 30 
нормальные координаты 252 
нормированное векторное простран- 
ство 28 

нуль-форма 149 



296 


ПРЕДМЕТНЫЙ УКАЗАТЕЛЬ 


область определения 24 
обобщённая функция 69 
образ 18 
образующие 28 
обратное отображение 18 
обратный элемент 25 
объём 154 
объёма форма 154 
■ выделенная 166 

— элемент 144 
ограничение формы 152 
один-форма 67 

однопараметрическая подгруппа 121 
однородное многообразие 229 
односвязное многообразие 131, 189 
окрестность 14, 17 
оператор 23 

— момента импульса 111 
определитель 32 
опускание индексов 90 
ориентация внешняя 157 
ориентируемое многообразие 153 
ориентируемость 58 
ортогональная группа 127 
ортонормированный базис 87, 88 
осевая гармоника векторная 117 — 

118 

скалярная 1 17 

— симметрия 1 13, 1 16 

осевое собственное значение 117 
отделимость 15 
открытая Вселенная 239 
открытое множество 14 
отношение эквивалентности 187 
отображение 17 

— взаимно-однозначное 18 

— дуализации 158, 160 
1-1-отображение 18 
отражение 128 


параллелограмма тождество 29 
параллельный перенос 243 
параметр 45 

— аффинный 250 

перенос вдоль конгруэнции 97 

— Ли 97 

— параллельный 243 
плоская Вселенная 239 
плоское пространство 257 
плотность скалярная 163 

— тензорная 164 
площадь 144—147 
повторяющиеся индексы 76 
Подгруппа 26 

— однопараметрическая 121 
подмногообразие 103 — 104 
поднятие индексов 90 
подобия преобразование 34 


подпространство 28 
поле векторное 50 

— дифференцируемое 71 

— тензорное 77 

— форм 71, 153 
полилинейность 76 

полная линейная группа п-мерного 
вещественного пространства 123 
— комплексного простран- 
ства 129 

— производная по времени 222 

— система функций 140 
полный идеал (набора форм) 191 
порождает 28 

правило запятой 170, 248 

— разложения по строке 32 

— сумирования Эйнштейна 76 
правозакрученный базис 153 
представление 136 

— двузначное 142 

— неприводимое 139 

— присоединённое 137 

— спинорное 142 

— фундаментальное 142 
преобразование калибровочное 220 

— каноническое 207 

— координат 39 

— Лоренца 88 

— присоединённое 137 
принцип заурядности 230 

— Коперника 230 

— космологический 230 

— минимальной связи 261 

— эквивалентности сильный 261 
присоединённая реализация 137 
присоединённое представление 137 

— преобразование 137 
проекция расслоения 53, 57 
произведение векторное 159 

— внешнее 79, 149 

— кососкалярное 211 

— прямое 55 

— тензорное 79 
производная внешняя 169 

— калибровочно-инвариантная 264 

— ковариантная 244 

— Ли 100, 101, 103 

— полная (по времени) 222 
производящие функции канониче- 
ских преобразовании 208 

прообраз 18 

пространственно-подобная кривая 
93 

пространственно-подобное многооб- 
разие 192 

пространство конфигурационное 213 

— фазовое 43, 206 
прямое произведение 55 
псевдонорма 30 
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псевдоэвклидов базис 88 
Пуанкаре лемма 175 
Пуассона скобка 209 

размерность векторного простран- 
ства 28 

— многообразия 37 
ранг тензора 90 

распределение на многообразии 
/п-мерное 108 

— (обобщённая функция) 69 
расслоение 52, 57 

— касательное 53 

— кокасательное 71 

— реперов 59 

(7(1) -расслоение 263 
расслоенное пространство 52, 57 

— — главное 59 
расширение оператора 24 
реализация 135 

— главная 136 

— присоединённая 137 

— прогрессивная 136 

— регрессивная 136 

— точная 135 
Римана тензор 253 
Риччи тензор 259 
ротор 171 

свёртка 68, 80, 151, 178 
связная компонента единицы 126 
связность аффинная 242 
связность метрическая 258 
связность симметричная 248 
сдвиг левый 119 

— правый 119 
сечение расслоения 53 
сигнатура метрики 87 

— поля д 91 

сильный принцип эквивалентное!, 
261 

символы Кристоффеля 246 

— Кронекера обобщённые 164 

— Леви-Чивиты 162 
симметричная связность 248 

— часть 232, 249 
симметричный тензор 148 
симметрия аксиальная 113, 116 

— осевая 113, 116 

— сферическая 119, 138 

— цилиндрическая 116 
симплектическая форма 210 

симплектическое многообразие 210 

— скалярное произведение 211 
скаляр 85 

скалярная плотность 163 
скалярное произведение 29 

симплектическое 2 1 1 


скобка Ли 62, 131 

— Пуассона 209 
след 34 

слепляющее отображение 18 
слоение 106 
слой 52, 53, 57 
собственное значение 34 

осевое 1 17 

собственный вектор 34 
согласованность карт 39 

— V и 0 258 

— V и <о 258 
(^-согласованность 39 
сопряжённое пространство 67 
Соркина модель заряда 219 
сохраняющиеся величины 115, 185, 

196, 210, 225 

специальная ортогональная группа 
127 

— унитарная группа 129 
спин 142 

спинор 142 

спинорное представление 142 
стереографическая проекция 42 
Стокса теорема 183 
структурная группа 57 
структурные константы 120 
сужение формы 152 
сферическая гармоника 139 
векторная 198 — 199 

— симметрия 119, 138 
сферически-симметричное многооб- 
разие 233 

сюръективное отображение 19 

температура 201 
тензор 76 

— антисимметричный 146, 147 

— Вейля 260 

— дуальный 159, 160 

— кососимметричный 146 

— кручения 249 

— метрический 86 

— напряжений 78 

— нулевой 83 

— Римана 253 

— Риччи 259 

— симметричный 148 

— типа ) 76 

— Эйнштейна 260 



тензорная операция 85 
тензорное поле 77 

инвариантное относительно 

векторного поля 112 
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— произведение 79 

— равенство 85 

— уравнение 85 
теорема Гаусса 184 

— Гельмгольца с циркуляции 225 

— де Рама 189 

— Каратеодори 204 

— Лиувилля 210 

— о дивергенции 183 

неподвижной точке на сфере 

55, 188 

— об изменении полного заряда 218 

— — обратной функции 22 

— Стокса 183 

— Фробениуса на языке векторных 
полей 105 — 106 

— — дифференциальных 

форм 192 

— Эртеля 226 
теория когомологий 174 
тождества Бьянки 254 

— Максвелла 202 
тождественное преобразование 32 
тождество Якоби 64, 131 
топологическое пространство 15 
топология 13 

— глобальная 13 

— локальная 13 
точная форма 173 
транзитивное действие 229 
тривиальность расслоения 55 
локальная 55 

глобальная 55 

тэйлорово разложение 23 

увлечение 97 

Уилера модель заряда 218 
унитарная группа 129 
уравнение девиации геодезических 
256 

— Киллинга 259 

— Клейна — Гордона 213, 264 

— неразрывности 185 

— Эйлера (движения жидкости) 
224 

уравнение Максвелла 215 

фазовое пространство 43, 206 
факторпространство 187 
Фарадея тензор 215 — 216 
форма (дифференциальная) 149 

— замкнутая 173 

— объёма 154, 210 
выделенная 166 

— симплектическая 210 

— точная 173 
р-форма 149 

1 -форма 67 


Фробениуса теорема на языке век- 
торных полей 105 — 106 

дифференциальных 

форм 192 

фундаментальное представление 142 
функциональное пространство 69 
функция 46, 85 

— аналитическая 22 

— Г амильтона 206 

— дифференцируемая 46 

— класса С* 21 

— Лагранжа 206 

— обобщённая 69 

С*-функция 21 
С“-функция 23 
(/"-функция 21 

хаусдорфовость 15 

цилиндрическая симметрия 116 

число Бетти 189 

эвклидова метрика 86 
эвклидово пространство 30 
Эйлера уравнение (движения жид- 
кости) 224 

Эйнштейна правило суммирования 
76 

— тензор 260 

экспонента от оператора й/йХ 61 
экспоненциальное отображение 252 
элемент объёма 144 
энтропия 201, 224 
Эртеля теорема 226 

Якоби матрица 22 

— тождество 64, 131 
якобиан 22 

(^-многообразие 40 
(^-согласованность 39 
С*-функция 21 
С го -функция-23 
С°°-функция 21 
ІѴ-вектор 158 



р-дельта (-символ) 164 
р-мерная группа когомологий 187 
Р;форма 149 

(/-импульс канонический 213 
(/(1) -расслоение 263 
«-дивергенция 184 
1 -форма 67 
1-1-отображение 18 




УКАЗАТЕЛЬ ОБОЗНАЧЕНИЙ 


При обозначениях указаны страницы, на которых они введены или полу- 
чили новое толкование. По поводу соглашений о размещении индексов 
см. § 2.21, по поводу правила суммирования Эйнштейна — § 2.26. 


Виды тензора 
а 27 

Б 67, 148 
Р 76 
г 62 
№ 164 


Специальные тензоры и т. п. 

9 ёи 86 
Э -1 ё ц 89 
К ( , ), К‘,ы 253 
е е 1 - 1 162 
б і7 32 
К"{ 164 
Г',* 246 

А 1 { „ А 1 ’ і 81, 82 


Специальные пространства 
Е п 30 

ОЦп, С) 129 
01 (л, Я) 58 
1(п) 88 
О (л) 88 
К 14 
Р п 13 
5" 41 

50 (п) 44, 127 
51/ (п) 129 
Т Р 50 
Т* Р 71 
ТМ 52 
Т*М 71 
и (л) 129 


Операции 
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